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سخني با هنرجویان گرامی

به گفتة بسیاری از دانشمندان، ریاضی علمی شیرین و کاربردی است و تاریخ ریاضی نشان داده که حل مسائل 
عملی محیط پیرامونی موجب توسعة ریاضیات شده است. هدف اصلی ریاضی، حل مسائلی است که انسان در 

زندگی روزمره و عملی با آنها روبه رو است.
شما با دیدن شنای شناگران، نمی‌توانید شنا یاد بگیرید بلکه برای شناگر شدن باید وارد آب شوید و خودتان 

مستقیماً عمل کنید.
یادگیری ریاضی صرفاً خواندن و شنیدن مفاهیم ریاضی نیست؛ بلکه ریاضیات علمی معنادار است و تا زمانی 

که خود شما درگیر حل مسائل نشوید نمی‌توانید ریاضی را یاد گرفته و از آن استفاده کنید.
انجام  با  شما  و  می‌شود  مطرح  مسئله‌ای  داستان‌گونه،  متن  یک  در  که  است  گونه‌ای  به  کتاب  این  طراحی 

فعالیت‌هایی که در ادامة مسئله آمده است به مفهوم ریاضی مورد نظر می‌رسید.
سعی کنید تمامی این عملیات را انجام دهید و مطمئن باشید خواهید توانست مفاهیم را به خوبی یاد گرفته 

و نهایتاً مسئله‌های کتاب را حل کنید.
مفاهیم ریاضی در این کتاب در ارتباط با هم بوده و به هم وابسته‌اند. سعی شده است مثال‌ها و تمرین‌هایی که 

در کتاب آمده است کاربردی بوده و با محیط پیرامونی زندگی ما مرتبط باشند.
آنچه که مسلم است ریاضیات زبان علم است و در تمام متن زندگی ما حضور دارد. یادگیری ریاضی شما را 
قادر می‌سازد تا توانایی تجزیه و تحلیل مسئله‌هایی را که با آنها برخورد می‌کنید، داشته باشید و خواهید دید 

که چگونه می‌توانید آموخته‌های خود را به کار برده و مسئله‌های مهمی را حل کنید.
در این کتاب علاوه بر تأکید بر این جنبة ریاضی، به تأثیر فناوری در یادگیری ریاضی نیز توجه شده است. 
محیط و ابزار فناوری از جمله استفاده از ماشین حساب و نرم‌افزارهای پویا مانند جئوجبرا، این امکان را فراهم 
می‌سازد تا هنرجو فرصت درک شهودی، رشد مهارت‌های تفکر مانند حدسیه و فرضیه‌سازی، الگویابی و غیره 

را پیدا کند. بنابراین به کارگیری فناوری از اصولی است که در تألیف این کتاب به آن توجه شده است.
در خاتمه برای آنکه کتاب برای شما بهتر قابل استفاده باشد، از نظر برخی از هنر آموزان محترم استفاده شده 

است که بدین وسیله از ایشان تشکر و قدردانی می‌گردد.
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بر روی  از مدتی  افقی پرتاب کنیم، پس  به طور  را  اگر پرتابه ای 
باشد،  بیشتر  پرتابه  اولیۀ  سرعت  هرچه  می کند.  سقوط  زمین 
پرتابه مدت بیشتری را در هوا باقی می ماند و محل سقوط بر روی 

زمین فاصلۀ بیشتری تا محل پرتاب دارد.
اولیۀ  سرعت  به  وابسته  پرتاب  محل  تا  پرتابه  سقوط  محل  فاصلۀ 
پرتابه است و می گویند این فاصله تابعی از سرعت اولیۀ پرتابه است.

پرتابه  اولیۀ  سرعت  افزایش  با  زمین،  بودن  گرد  به  توجه  با  اما 
بر زمین  ثانیه(، ممکن است پرتابه هرگز  )تقریباً 7 کیلومتر در 

سقوط نکند.
اگر سرعت اولیۀ پرتابه از این مقدار بیشتر باشد، پرتابه با زمین 

برخورد نمی کند.

پودمان  اول

تابع
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رابطۀ بین کمیت‌ها

امروز، کلاس ریاضی ما با نجوم شروع شد.
دبیر گفت: من در دورة دبیرستان به نجوم خیلی علاقه داشتم و دربارة آن بسیار مطالعه می‌کردم. در 
کتاب‌های نجوم خوانده بودم که فاصلة خورشید تا زمین 150 میلیون کیلومتر است و نور خورشید حدود 
8 دقیقه و 20 ثانیه طول می‌کشد تا به زمین برسد. بعد از خورشید، نزدیک‌ترین ستاره به زمین، پروکسیما 
برسد.  زمین  به  تا  این ستاره 4/2 سال طول می‌کشد  نور  دارد.  نام   )Proxima Centauri( قنطورس1 
فاصلة ستارگان از هم زیاد است و برای اندازه گیری آن از مقیاس بسیار بزرگي به نام سال نوري استفاده 
فاصلة  مثال،  براي  می‌کند.  طی  سال  یک  در  نور  که  است  مسیری  طول  نوري،  سال  از  منظور  می‌شود. 
میلیارد سال  است. دورترین ستاره‌های دیده شده، 13/3  نوری  زمین، 4/2 سال  با  قنطورس  پروکسیما 

نوری با ما فاصله دارند.
آرش که از هنرجویان کنجکاو کلاس بود، با تعجب پرسید:

ما که نمی‌توانیم به این ستاره‌ها برویم؛ پس دانشمندان این فاصله‌ها را چگونه اندازه می‌گیرند؟
دبیر گفت: سؤال بسیار خوبی است. اما من یک سؤال آسان تر مطرح مي‌کنم؛ معمولاً مساحت یک مربع 

را چگونه اندازه می‌گیرید؟
حمید گفت: طول ضلع مربع را اندازه می‌گیرم و سپس، آن را به توان دو می‌رسانم.

از طریق طول ضلع آن،  بلکه  نمي‌کنید؛  اندازه گیری  به طور مستقیم  را  دبیر گفت: پس، مساحت مربع 
مساحتش را به دست مي‌آورید.

حمید گفت: بله، مساحت مربع با طول ضلعش رابطه دارد، اما این مطلب چه ربطی به فاصلة ستارگان دارد؟
دبیر گفت: صبر کنید به ارتباط این مطالب با فاصله‌های ستارگان هم می‌رسیم. آیا می‌توانید مورد دیگری 
هم پیدا کنید که نتوانید آن را به طور مستقیم اندازه گیری کنید ولی با اندازه گیری یک کمیت2 دیگر، اندازة 

آن را به دست آورید؟
صادق گفت: در جایی دیدم که ارتفاع از سطح دریا را با دماسنج اندازه می‌گیرند. دمایی که آب در آن 
به جوش می‌آید یعنی دمای جوش آب، در هر مکان با ارتفاع آن مکان از سطح دریا رابطه دارد. پس اگر 
دمای جوش آب را در مکانی اندازه گیری کنیم، ارتفاع آن مکان از سطح دریا را می‌توانیم به دست آوریم.

دبیر گفت: براي اندازه گیری فاصلة ستارگان تا زمین، آیا مي‌توان از این روش استفاده کرد؟

1ــ در بعضی از متون مربوط به ستاره شناسی این ستاره را پروکسیما سنتوری نام می برند.
2ــ مفاهیمی مانند وزن و جرم و بار الکتریکی و فشار هوا و نظایر آنها را کمیت‎های فیزیکی و مفاهیمی مانند طول و مساحت و حجم و نظایر 
آنها را کمیت‎های هندسی می‎نامند. برخی از این کمیت‎ها با یکدیگر رابطه دارند و شناختن این ارتباطات بخش مهمی از کار علوم تجربی و 

ریاضی است.



3

آرش گفت: اگر بتوانیم کمیتی را بیابیم که با این فاصله‌ها ارتباط داشته باشد و بتوان آن را اندازه گیری 
کرد، شاید بتوانیم این فاصله‌ها را به دست آوریم.

دبیر گفت: به یک چراغ روشن دقت کنید. هر چه به آن نزدیک‌تر مي‌شوید، نور بیشتری به شما می‌رسد 
و هر چه از آن دورتر مي‌شوید، نور کمتری دریافت مي‌کنید. آیا این مطلب به حل مسئله کمکی می‌کند؟

آرش گفت: یعنی میزان نوری که از چراغ به ما می‌رسد، با فاصلة چراغ از ما مرتبط است. پس با اندازه گیری 
نوری که از ستارگان به ما می‌رسد، می‌توانیم فاصلة آنها را به دست آوریم.

دبیر گفت: بله درست است. با اندازه‎گیری نوری که از ستارگان به ما می‎رسد، فاصلۀ آنها با ما به دست 
می‌آید. 

در دنیای واقعی، به کمیت‎های متعددی برخورد می‌کنیم که با هم ارتباط دارند؛ از این ارتباط می‌توان 
استفاده کرد و با داشتن مقدار یکی، دیگری را به دست آورد. برای درک بهتر مفهوم رابطۀ بین کمیت‎ها، 

در فعالیت)1( ارتباط طول یک فنر و جرم جسمی را که به آن آویزان می‎شود، بررسی می‎کنیم.
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فنری در اختیار داریم که در حالت طبیعی طول آن 10 سانتی‎متر است. به ازای هر 15 گرم 
وزنه که به آن آویزان می‎کنیم، 1 سانتی‎متر به طول آن اضافه می‎شود. حداکثر طول این فنر 60 

سانتی‎متر است و اگر بیش از این کشیده شود پاره می‎شود.

1 در جاهای خالی کلمۀ مناسب بگذارید.
الف( هر چه جرم وزنۀ آویزان شده .............. شود، طول فنر ........... می‎شود.

ب( اگر به این فنر یک وزنۀ 300 گرمی آویزان کنیم برای پیدا کردن طول فنر، چون به ازای هر 
15 گرم، 1 سانتی‎متر به طول آن اضافه می‎شود، پس ابتدا 300 را بر .... تقسیم می کنیم و سپس 
..................................................................................................................................................................................

2 در حالت کلی، اگر جرم وزنۀ آویزان شده را بر حسب گرم با a نشان دهیم و طول فنر را 
بر حسب سانتی‎متر با l نشان دهیم، رابطه‎ای بنویسید که مقدار l را برحسب مقدار a بیان کند.
......................................................................................................................................................................................
3 حداکثر جرمی که می‎توانیم به این فنر آویزان کنیم، چقدر است؟ )راهنمایی: برای پیدا 
کردن حداکثر جرمی که می‎توانیم به این فنر آویزان کنیم، ابتدا باید حداکثر تغییر طول فنر را 

به دست آورد(.
......................................................................................................................................................................................

فعالیت 1
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فعالیت )1( نشان می دهد که اندازۀ طول فنر با اندازۀ جرم وزنه آویزان شده مرتبط است. جدول زیر 
اندازۀ طول فنر را به ازای چندین مقدار خاص برای جرم وزنۀ آویزان شده، نشان می‎دهد.

جرم وزنه آویزان شده )بر حسب گرم(750600525450300150750

طول فنر کشیده شده )بر حسب سانتی‌متر(6050454030201510

اگر به ازای کلیۀ مقادیر برای جرم وزنه، مقدار طول فنر را در نظر بگیریم، نمودار این رابطه به صورت 
یک پاره‌خط طبق شکل زیر است که در آن محور افقی نشان‎دهنده جرم وزنه آویزان شده برحسب 
از این  بالا، نقاطی  گرم و محور عمودی نشان‎دهنده طول فنر بر حسب سانتی‌متر می‌باشد. جدول 

پاره‌خط را نشان می دهد.
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کمیت‎های مرتبط بسیاری وجود دارند. برای مثال، مساحت یک مربع و طول ضلع آن دو کمیت مرتبط 
و  آوریم  به دست  را  آن  مساحت  می توانیم  آنگاه  بدانیم،  را  مربع  اگر طول ضلع  حالت،  این  در  هستند. 

برعکس، با داشتن مساحت مربع، طول ضلع آن نیز مشخص می‎شود.
ارتباط بین کمیت‌‎ها را می توان در طبیعت و زندگی روزمره یافت: فشار هوا در هر نقطه  از  مثال‌هایی 
و ارتفاع آن نقطه از سطح دریا، هزینه پرداخت شده بابت برق و میزان برق مصرف شده، قیمت بلیت 

اتوبوس‎های بین شهری و فاصلۀ بین شهرها و غیره نمونه هایی از این ارتباط محسوب می شوند. 
سؤال مهمی که مطرح می‌شود این است که رابطه بین دو کمیت را چگونه باید بیان کنیم. در مثال )١(، 
نمونۀ دیگری از ارتباط بین دو کمیت را می‌بینیم که درک بیشتری از رابطه بین کمیت‌ها را به ما می‎دهد.
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مثال 1

خودرویی را در نظر بگیرید که گنجایش 60 لیتر بنزین را دارد. اگر این خودرو با سرعت ثابت حرکت 
کند، برای طی کردن هر 100 کیلومتر، 8 لیتر بنزین مصرف می‎کند. باک این خودرو قبل از حرکت، 
پر شده است. مقدار بنزین باقی‎مانده در باک خودرو با مسافت طی شده رابطه دارد. توجه داشته باشید 
که هیچ خودرویی تمام بنزین باک خود را مصرف نمی‎کند و توصیه می‌شود برای وارد نشدن صدمه 

به موتور، حداقل 5 لیتر بنزین در باک موجود باشد. 
در این مثال نتایج زیر را می توان مشاهده کرد:

….…بیشتر می‎شود. ….…کمتر شود، مسافتی که با خودرو طی شده است   هر چه بنزین در باک 

….…200 کیلومتر مسافت را طی کرده است.  اگر 44 لیتر بنزین در باک خودرو باقی‎مانده باشد، خودرو 
=/ کیلومتر مسافت را طی می‌کند.

100 12 58
زیرا، این خودرو به ازای هر لیتر بنزین، 

 با توجه به توصیه‌ای که برای سالم نگه داشتن موتور شده است، حجم بنزین موجود در باک نباید 
به صفر برسد. طبق توصیه، در باک باید حداقل 5 لیتر بنزین وجود داشته باشد و حداکثر حجم باک 

نیز 60 لیتر است.

 d و مسافت طی شده را برحسب کیلومتر با v مانده در باک را بر حسب لیتر با‎اگر مقدار بنزین باقی 
نشان دهیم، رابطه‎ای که مقدار d را برحسب v نشان می دهد، به صورت d  =12/5(60-v) است، زیرا 

این خودرو به ازای هر لیتر بنزین، 12/5 کیلومتر مسافت را طی می‌کند.

 جدول زیر مسافت طی شده را به ازای چند مقدار خاص برای حجم بنزین موجود در باک، نشان 
می‎دهد.

حجم بنزین در باک )بر حسب لیتر(6050453020105

مسافت طی شده )بر حسب کیلومتر(0125187/5375500625687/5

اگر به ازای کلیۀ مقادیر برای حجم بنزین موجود در باک )5 تا 60 لیتر(، مسافت طی شده را در 
افقی  محور  که  است  بعد  پاره‌خط طبق شکل صفحه  یک  به صورت  رابطه  این  نمودار  بگیریم،  نظر 
نشان‎دهندۀ حجم بنزین موجود در باک بر حسب لیتر و محور عمودی نشان‎دهندۀ مسافت طی شده 

بر حسب هر واحد 10 کیلومتر می‌باشد. جدول بالا، نقاطی از این پاره‌خط را نشان می دهد.
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مفتولی به طول 100 سانتی متر در اختیار داریم. قسمتی از آن را می بریم و با قطعۀ بریده شده 
یک مربع می سازیم. مساحت مربع به دست آمده با طول قطعۀ بریده شده رابطه دارد.

1 آیا مساحت می‎تواند صفر باشد؟ 

ر(
ومت

کیل
 10

د 
اح

ر و
)ه

ده 
 ش

طی
ت 

ساف
م

حجم بنزین در باک

کار در کلاس1  

 با توجه به نمودار، اگر 20 لیتر بنزین در باک باقی مانده باشد، خودرو 500 کیلومتر را طی کرده است.

طی شده،  مسافت  و  باقی مانده  بنزین  مقدار  بین  رابطۀ  شناخت  برای  که  می دهد  نشان  مثال  این 
مسافت طی شده  و  باشد  می‌تواند  مقادیری  باک، چه  در  موجود  بنزین  که حجم  بدانیم  کافی  است 
توسط خودرو چگونه از حجم بنزین موجود در باک محاسبه می شود. در واقع، برای شناخت رابطۀ 
بین دو کمیت، باید بدانیم که این کمیت‎ها چه مقدارهایی می‎توانند داشته باشند و شیوۀ محاسبۀ 

یکی برحسب دیگری چیست.
رابطۀ بین کمیت‎ها در زمینه‎های بسیار متنوعی دیده می شود و لازم است بتوانیم در هر زمینه‎ای این 

رابطه‎ها را تشخیص دهیم. 

v

d
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2 اگر طول قطعۀ بریده شده از مفتول را با x نشان دهیم، x چه مقادیری می‎تواند باشد؟

… < x < … 

3 اگر طول قطعۀ بریده شده از مفتول 8 سانتی‎متر باشد، مساحت مربع ساخته شده چند 
سانتی‎متر مربع است؟

......................................................................................................................................................................................

......................................................................................................................................................................................
4 اگر طول قطعۀ بریده شده از مفتول را با x و مساحت مربع ساخته شده با آن را با S نشان 

دهیم، رابطه‎ای بنویسید که مقدار S را بر حسب مقدار x بیان کند.
......................................................................................................................................................................................
......................................................................................................................................................................................

با توجه به پاسخ پرسش‌های بالا، به سؤال‌های زیر پاسخ دهید.
5 جدول زیر، ارتباط بین طول قطعۀ بریده شده و مساحت مربع ساخته شده را نشان می‎دهد. 

این جدول را کامل کنید.

طول قطعۀ بریده شده )برحسب سانتی‌متر(6048322041

مساحت مربع )برحسب سانتی‎متر مربع(1441

......................................................................................................................................................................................

......................................................................................................................................................................................

......................................................................................................................................................................................

و محور  بر حسب سانتی‎متر  را  بریده شده  قطعۀ  افقی طول  بعد، محور  در شکل صفحۀ   6
بالا،  جدول  می دهد.  نشان  سانتی‎مترمربع  بر حسب  را  شده  ساخته  مربع  مساحت  عمودی، 
نقاطی در این صفحۀ مختصات را نشان می دهد. 4 نقطۀ اول جدول را در نمودار صفحۀ بعد 

بیابید و آنها را به طور تقریبی به هم وصل کنید.
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7 با توجه به نمودار، برای ساختن مربعی به مساحت 40 سانتی‎متر ‎مربع، چه مقدار از مفتول 
را باید ببریم؟ این مقدار را به کمک رابطۀ قسمت )4( نیز به دست آورید و سپس مقایسه کنید.
......................................................................................................................................................................................
......................................................................................................................................................................................
8 آیا پاسخ به سؤالات )2( و )4( برای شناخت رابطۀ بین مساحت مربع ساخته شده و طول 

قطعۀ بریده شده از مفتول کافی هستند؟
......................................................................................................................................................................................
......................................................................................................................................................................................
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1 کدام یک از گزینه های زیر دو کمیت مرتبط هستند؟ اگر دو کمیت مرتبط هستند، هر یک را مسائل
نام‌گذاری کنید و رابطه بین این دو کمیت را با نام‎های انتخابی خود بنویسید.

الف( طول ضلع یک مربع و محیط آن؛ 
ب( طول ضلع یک مربع و مساحت آن؛

پ( محیط یک مثلث و طول بزرگ ترین ضلع آن؛
ت( شعاع یک دایره و محیط آن؛

ث( شعاع یک دایره و مساحت آن؛
ج( مساحت یک مستطیل و محیط آن.

2 آیا درجه حرارت یک مکان بر حسب سانتی‌گراد و درجه حرارت آن بر حسب فارنهایت مرتبط 
هستند؟ اگر مرتبط هستند، هر یک را نام‌گذاری کنید و رابطه بین آنها را بنویسید.

3 وزن جلد کتابی )با حداکثر 200 صفحه( برابر 40 گرم و وزن هر ورق آن 0/8 گرم است. 
رابطه‌ای بنویسید که به کمک آن بتوان وزن کتاب را بر حسب تعداد ورق‌های آن به دست آورد.

4 راننده‌ای مسافت 350 کیلومتری بین دو شهر را با سرعت ثابت 70 کیلومتر بر ساعت در 
حال طی کردن است.

الف( آیا مقدار مسافتی که طی می‌کند )  d( و زمان )  t(، دو کمیت مرتبط هستند؟ اگر دو کمیت 
مرتبط هستند، چه رابطه‌ای بین آنها برقرار است؟

ب( هر یک از این دو کمیت چه مقادیری را می‌توانند داشته باشند؟

5 طنابی به طول ‎ 10متر در اختیار داریم. قطعه‌ای از آن را می‎برُیم و با قطعۀ برُیده شده یک 
حلقۀ دایره‌ای شکل می‎سازیم. مساحت حلقه دایره‌ای شکل به دست آمده با طول قطعۀ بریده شده 

رابطه دارد. 

الف( آیا مساحت می‎تواند صفر باشد؟ 
ب( طول قطعۀ بریده شده از طناب، چه مقادیری می‎تواند باشد؟

S
x
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پ( اگر طول قطعه بریده شده از طناب ‎ 4متر باشد، مساحت دایرۀ ساخته شده چند‎مترمربع است؟
ت( اگر طول قطعۀ بریده شده از طناب را با x و مساحت دایرۀ ساخته شده با آن را با S نشان 

دهیم، رابطه‎ای بنویسید که مقدار S را بر حسب مقدار x بیان ‎کند.
ث( جدول زیر، ارتباط بین طول قطعۀ بریده شده و مساحت دایرۀ ساخته شده را نشان می‎دهد. 

.)π ≈ 3 این جدول را کامل کنید )فرض کنید

8642
1
طول قطعه بریده شده2

1
3

1
مساحت دایره48

6 دو کمیت مرتبط به هم مثال بزنید. هر یک را نام‌گذاری کنید و در صورت امکان رابطۀ بین 
این دو کمیت را با نام‎های انتخابی خود بنویسید.

مفهوم تابع

اهمیت رابطۀ بین کمیت‌ها، ابتدا در فیزیک مشاهده شد و بیان ریاضی ارتباط کمیت ها، مفهوم تابع را 
به وجود آورد. تاکنون، چند کمیت مرتبط به هم را بررسی کردیم. اگر یکی از این کمیت‎ها را کمیت 
)الف( و دیگری را کمیت )ب( بنامیم، مثال‎ها به گونه‎ای بودند که با مشخص شدن مقدار کمیت )الف(، 

یک مقدار معین برای کمیت )ب( به دست می‎آمد. 

 مجموعۀ مقادیر کمیت )الف(مجموعۀ مقادیر کمیت )ب( 

بیان  تابع  نام  به  مفهومی  با  ریاضی  در  که  روابط خاصی هستند  کمیت‎ها،  بین  روابط  از  دسته  این 
می‎شوند و کمیت )ب( را تابعی از کمیت )الف( می‎نامند. در واقع، وقتی که کمیتی مانند )ب( وابسته 
به کمیت دیگری مانند )الف( باشد، و به ازای هر مقداری از کمیت )الف(، مقدار معینی برای کمیت )ب( 

داشته باشیم، مفهوم تابع پیش می‌آید و می‌گوییم کمیت )ب( تابعی از کمیت )الف( است.
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تعریف

فرهاد گفت: منظور از این جمله که با مشخص شدن مقدار کمیت )الف(، یک مقدار معین برای کمیت )ب( 
به دست می‎آید، چیست؟

دبیر گفت: در فعالیت )1( دیدیم که اگر یک وزنۀ a گرمی به فنر آویزان کنیم، طول آن برابر l خواهد شد 
a به دست آمد. در این رابطه با مشخص شدن 

l = +1015 و رابطه‌ای که بیانگر این واقعیت است به صورت 
جرم وزنه، یک مقدار معین برای طول فنر به دست می‌آید. مثلًاًً اگر یک وزنه 75 گرمی به فنر آویزان کنیم، 
طول آن یک مقدار معین می‌باشد. این مقدار معین برابر 15 سانتی‌متر است. بنابراین، طول فنر تابعی از 

جرم وزنه می‌باشد.
فرهاد گفت: آیا مثال )1( که در آن رابطۀ بین مسافت طی شده با مقدار بنزین باقی‎مانده در باک خودرو 

را بررسی کردیم، نیز همین طور است؟
دبیر گفت: بله. دیدیم که مسافت طی شده )  d( با مقدار بنزین باقی‎مانده در باک خودرو ) v( رابطه دارد و 
رابطه‌ای که بیانگر این واقعیت است به صورت d  =12/5(60-v) است. در این رابطه با مشخص شدن مقدار بنزین 
باقی‎مانده در باک، یک مقدار معین برای مسافت طی شده به دست می‌آید. مثلًاً اگر حجم بنزین باقی‎مانده در 
باک 30 لیتر باشد، مسافت طی شده، مقدارِ معین 375 کیلومتر می‌باشد. بنابراین، مسافت طی شده توسط 

خودرو، تابعی از حجم بنزین باقی مانده در باک است. آیا شما می‌توانید مثال دیگری ذکر کنید؟
فرهاد گفت: مساحت مربع تابعی از ضلع آن است، زیرا با مشخص شدن اندازه ضلع مربع، یک مقدار معین 
برای مساحت آن به دست می‌آید. مثلًا اگر اندازه ضلع مربع 5 متر باشد، مساحت مربع مقدار معین 25 متر 

مربع می‌باشد.

اگر دو کمیت )الف( و )ب( با یکدیگر مرتبط باشند و با مشخص شدن مقدار کمیت )الف(، یک 
مقدار معین برای کمیت )ب( به دست آید، در این صورت کمیت )ب( را تابعی از کمیت )الف( 

می‌نامند.

اگر دو کمیت )الف( و )ب( با هم ارتباط داشته باشند ولی با مشخص شدن مقدار کمیت )الف( نتوان 
یک مقدار معین برای کمیت )ب( به دست آورد؛ یعنی، با مشخص شدن مقدار کمیت )الف(، بیش 

از یک مقدار برای کمیت )ب( به دست آید این رابطه، تابع نیست.

گفتگو
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مثال 2
 در کار در کلاس )1( دیدیم که مساحت مربع ساخته شده )  S( با طول قطعۀ بریده شده از مفتول 

x دارد. در این رابطه با مشخص شدن طول قطعۀ بریده شده، یک مقدار 
S =

2

16 )x( رابطه ای‌ به صورت 

معین برای مساحت مربع ساخته شده به دست می‌آید. مثلًا اگر طول قطعۀ بریده شده 8 سانتی‌متر 
بنابراین، مساحت مربع  باشد، مساحت مربع ساخته شده، مقدار معین 4 سانتی‌متر مربع می‌باشد. 

ساخته شده، تابعی از طول قطعه بریده شده است.

مثال 3
فرض کنید خودرویی در جادۀ مستقیمی در حال حرکت است. این جاده را به صورت محور اعداد در 
نظر می‎گیریم. هر نقطه روی محور اعداد، با یک عدد حقیقی مشخص می‎شود که آن را مختص طولی 
آن نقطه می‎نامند. مثلًاً در شکل زیر مختص طولی خودروی قرمز برابر 2 و مختص طولی خودروی 

آبی برابر 3- است. مختص طولی این خودرو، با فاصلۀ آن تا مبدأ ارتباط دارد.

2-3

اگر فاصلۀ خودرو تا مبدأ را کمیت )الف( و مختص طولی آن را کمیت )ب( بنامیم، با مشخص شدن 
مقدار کمیت )الف(، برای کمیت )ب( یک مقدار معین به دست نمی‌آید. مثلًاً، اگر فاصلۀ خودرو تا مبدأ 
8 واحد باشد، خودرو ممکن است دارای مختص طولی 8- یا 8 باشد. یعنی به طور قطع نمی‌توان یک 
مکان خاص مشخص را برای خودرو تعیین کرد. به عبارت دیگر، با داشتن فاصلۀ خودرو تا مبدأ، برای 
مختص طولی آن یک مقدار معین به دست نمی‌آید، زیرا ممکن است مختص طولی خودرو، دو عدد 

قرینۀ هم باشد.

8-8

-3

بنابراین، در این مثال، کمیت )ب( تابعی از کمیت )الف( نخواهد بود. اما بر عکس، با مشخص شدن 
مختص طولی خودرو، فاصلۀ آن تا مبدأ دقیقاً مشخص می‎شود. پس، در این مثال، کمیت )الف(، تابعی 
از کمیت )ب( خواهد بود. برای مثال، اگر مختص طولی خودرو برابر 3- باشد، در این صورت فاصلۀ 

آن از مبدأ مقدار معین 3 است.
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تعریف

1 در فعالیت )1(، آیا جرم جسم آویزان شده، تابعی از طول فنر است؟ چرا؟
.....................................................................................................................................................................................
.....................................................................................................................................................................................

2 در مثال )1(، آیا مسافت طی شده توسط خودرو، تابعی از حجم بنزین مصرف شده است؟ چرا؟
.....................................................................................................................................................................................
.....................................................................................................................................................................................

تابعی که رابطۀ بین دو  در بررسی نمونه‌هایی از کمیت‌های مرتبط دیدیم که برای مشخص شدن 
کمیت )الف( و )ب( را بیان می‎کند باید به دو سؤال اصلی زیر پاسخ دهیم:

1 کمیت )الف( چه مقادیری می‎تواند داشته باشد؟
2 با مشخص شدن یک مقدار برای کمیت )الف(، چگونه مقدار کمیت )ب( به دست می‎آید؟

فرض کنیم کمیت )ب( تابعی از کمیت )الف( باشد. مقادیری را که کمیت )الف( می‎تواند داشته 
باشد، دامنۀ این تابع می‎نامند و قانونی را که، مقادیر کمیت )ب( را بر حسب مقادیر کمیت )الف( 

به دست می‎دهد، قانون یا ضابطۀ این تابع می‎نامند.

مثال 4
در کار در کلاس )2( دیدیم که اگر l ، طول فنر کشیده شده با آویزان کردن یک وزنۀ a گرمی باشد، 
جرم وزنه، تابعی از طول فنر کشیده شده است. مقادیری که طول فنر می‎تواند داشته باشد از 10 تا 
} است. مقدار a بر حسب l از طریق  }|x x∈ ≤ ≤ 10 60 60 سانتی‎متر هستند. پس، دامنۀ این تابع 
تساوی a   =15l    -150 محاسبه می‎شود، پس قانون تابعی که جرم وزنه را بر حسب طول فنر بیان 

می‌کند، به صورت a   =15l    -150 است.

کار در کلاس2  
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1 در مثال )1(، دامنه و قانون تابعی را بنویسید که مسافت طی شده توسط ماشین را بر حسب 
حجم بنزین باقی مانده در باک، بیان می کند.

......................................................................................................................................................................................
.....................................................................................................................................................................................

را  مربع ساخته شده  که مساحت  بنویسید  را  تابعی  قانون  و  دامنه   ،)1( در کلاس  کار  در   2
برحسب طول قسمت بریده شده از مفتول، بیان می‎کند.

.....................................................................................................................................................................................
......................................................................................................................................................................................

نیوتن لایب نیتز

نیاز به بررسی روابط بین کمیت‎ها با رشد علوم آغاز شد. ابتدا نیوتن و گالیله برای توصیف حرکت 
اشیا، نیاز به یافتن رابطۀ بین زمان و مکان اشیا را احساس کردند. 

لایب نیتز ریاضی دان قرن هفدهم نیز برای توصیف یک منحنی در صفحه، نیاز به یافتن رابطه 
بین طول و عرض نقاط یک منحنی را احساس کرد. نهایتاً، بررسی روابط بین کمیت‎ها منجر 
به تعریف مفهوم تابع در ریاضی شد. اما رسیدن به مفهوم تابع چندان ساده نبود و با شروع از 
کارهای نیوتون و لایب‎نیتز تا رسیدن به یک مفهوم دقیق از تابع، بیش از سه قرن طول کشید 

)تاریخ ریاضی ایوز، جلد 2(. ‬

کار در کلاس3

خواندنی
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  آیا دمای کلاس شما در یک روز معین، تابعی از زمان است؟ چرا؟مسائل 1

ازای هر  به  و  است  متفاوت  دریا،  از سطح  ارتفاعات مختلف  در  2 دمای هوا در یک منطقه، 
150 متر افزایش ارتفاع، 1 درجه از دمای هوا کاسته می‌شود. آیا دمای یک منطقه تابعی از ارتفاع 

آن منطقه از سطح دریا است؟ چرا؟

بابت اجارۀ مغازه، آب، برق و دستمزد  3 یک مغازه شیرینی فروشی ماهانه 7 میلیون تومان 
کارگران، به طور ثابت پرداخت می‎کند. تولید هر کیلوگرم شیرینی 3000 تومان هزینۀ مواد 
اولیه دارد. ظرفیت تولید شیرینی در این مغازه حداکثر 2500 کیلوگرم در ماه است. قیمت هر 
 x کیلوگرم شیرینی در بازار 12000 تومان است و تمام تولیدات مغازه به فروش می‌رسد. اگر

میزان تولید شیرینی باشد:
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الف( درآمد این مغازه، تابعی از میزان تولید آن است، این تابع را با به دست آوردن دامنه و قانون 
آن مشخص کنید.

ب( هزینه ماهانه مغازه، تابعی از میزان تولید آن است، این تابع را با به دست آوردن دامنه و 
قانون آن مشخص کنید.

پ( سود مغازه، تابعی از میزان تولید آن است، این تابع را با مشخص کردن دامنه و قانون آن 
مشخص کنید.

4 از منبع آبی با حجم 500 لیتر برای پرکردن یک حوضچه استفاده می‌شود. اگر شیر آب منبع 
به طور کامل باز باشد، در هر دقیقه 5 لیتر آب از آن خارج می‌شود.

الف( توضیح دهید که چرا حجم آب داخل حوضچه تابعی از زمان است.
ب( با فرض آنکه در لحظه صفر، حوضچه خالی است، قانون این تابع را با نوشتن حجم آب داخل 

حوضچه بر حسب زمان باز بودن شیر، بنویسید.
پ( دامنۀ این تابع را مشخص کنید.

5 سنگی را به هوا پرتاب می کنیم و بعد از 3 ثانیه به زمین برمی‌گردد. در این صورت کمیت 
ارتفاع سنگ از سطح زمین و کمیت زمان، با هم مرتبط هستند.

الف( چرا ارتفاع سنگ از سطح زمین تابعی از زمان است؟
ب( اگر زمان را بر حسب ثانیه اندازه بگیریم و مبدأ، زمان شروع پرتاب باشد، دامنۀ این تابع چیست؟

6  فرض کنیم که x2 مربع عدد حقیقی x باشد، آیا با مشخص بودن x2 ، برای x یک مقدار معین 
در اعداد حقیقی به دست می‌آید؟ آیا یک عدد، تابعی از مربع آن است؟ چرا؟
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بازه ها

به  او  می کرد؛  دوستش صحبت  با  بود،  کرده  قبل حل  که شب  تابع  به  مربوط  تمرین های  دربارۀ  حسین 
} نمایش  } |x x∈ ≤ ≤10 60 دوستش گفت: در حل تمرین های تابع و مرور درس به مجموعه ای که با 
داده شده بود، برخورد کردم. به نظرم آمد که چنین نمایشی کمی دشوار است. فکر می کنی می توانیم آن 

را ساده تر بنویسیم؟
احمد گفت: بهتر است سر کلاس ریاضی از دبیر سؤال کنیم.

حسین در کلاس از دبیر ریاضی پرسید: برای اینکه در ریاضی بتوانیم آسان تر صحبت کنیم، از نمادها و علائم 
} رامی توان ساده تر نمایش داد؟ } |x x∈ ≤ ≤10 60 استفاده می شود. آیا مجموعه هایی مانند 

علی گفت: قبلاً وقتی می خواستیم اعداد طبیعی از 1 تا 6 را نمایش دهیم، آن را به صورت 6  ,...,1 می نوشتیم. 
آیا برای اعداد حقیقی هم می توانیم این خلاصه سازی را داشته باشیم؟

برای آسان‌تر صحبت کردن  از زیر مجموعه‌های اعداد حقیقی کاربرد بیشتری دارند.  دبیر گفت: برخی 
دربارۀ آنها سعی می‌شود ساده‌تر نمایش داده شوند.

زیرمجموعه هایی از اعداد حقیقی را که به صورت زیر است در نظر بگیرید.

{ }x a x b∈ ≤ ≤

نمایش آن روی محور به صورت روبه رو است.

نقطه‌های توپر نشان دهندۀ آن است که a و b دو عضو از این مجموعه هستند. مجموعۀ بالا را به صورت ]a, b[ نشان 
می دهند و آن را بازۀ بسته به ابتدای a و انتهای b یا به اختصار بازۀ بستۀ a تا b می نامند.

مثال 5

بازه های ]1 ,0[ و ]1- ,3-[ را با نماد مجموعه نمایش دهید و روی یک محور نشان دهید.

[ ] { }, |= ∈ ≤ ≤01 0 1x x

{ }[ , ] |x x− − = ∈ − ≤ ≤ −3 1 3 1

مثال 6
} است.  }|x x∈ ≤ ≤ 10 60 کار در کلاس )2( نشان داد که جرم وزنه، تابعی از طول فنر و دامنه آن 

پس دامنۀ این تابع، بازه ]60 ,10[ است.

گفتگو

a b

10-1-3
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اگر از بازۀ بسته ]a , b[ ابتدا و انتهای آن را خارج کنیم، آن را بازۀ باز به ابتدای a و انتهای b یا به 
اختصار بازۀ باز a تا b می نامند و با )a , b( نشان می دهند. به عبارت دیگر: 

{ }( , ( |a b x a x b= ∈ < <

نقطه‌های توخالی نشان دهنده آن است که a و b متعلق به این مجموعه نیستند.
اگر از بازۀ بسته ]a , b[ ابتدا یا انتهای آن را خارج کنیم، بازۀ نیم باز، نیم بسته به دست می‌آید. اگر 
ابتدای آن را خارج کنیم، آن را با ]a , b( نشان می دهند و آن را بازه باز در a و بسته در b می نامند. 

به عبارت دیگر:
{ }) , ] | = ∈ < ≤a b x a x b

نمایش این مجموعه روی محور 
به صورت روبه رو است:

اگر از بازۀ بسته ]a , b[، انتهای آن را خارج کنیم، آن را با )a , b[ نشان می دهند و آن را بازۀ بسته 
در a و باز در b می نامند. به عبارت دیگر: 

{ }[ , ( |a b x a x b= ∈ ≤ <

مثال 7
الف( مجموعۀ اعداد حقیقی کوچک تر یا مساوی 5 و بزرگ تر از 1 را روی محور نشان دهید و با بازه 

نمایش دهید.
{ }) , ] | = ∈ < ≤1 5 1 5x x

ب( بازۀ )4 ,1[ را با نماد مجموعه نمایش دهید و روی یک محور نشان دهید.

{ }[ , ( | = ∈ ≤ <1 4 1 4x x

1 بازه های زیر را با نماد مجموعه نمایش داده و روی یک محور نشان دهید. سپس تعیین کنید 
− متعلق به کدام یک از بازه‌ها می‌باشد.

3
10

   [2, 5]
    (-1, 3)
    (4, 7]
  [-4, -2)

a b

a b

a b

51

41

کار در کلاس4
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2 هر یک از مجموعه های زیر را روی یک محور نمایش داده و با نماد بازه‌ها نشان دهید.

 |x x
− ∈ < < 

 


1 23

{ }|x x∈ < ≤ 3 55

{ }|x x∈ ≤ < 1 10

{ }|x x∈ − ≤ ≤ 3 8

} را نیز بازه نامیده و با (∞+ , a] نمایش می دهند) توجه  }x a x∈ ≤ مجموعه های به صورت 
داشته باشید که در این علامت گذاری نماد ∞+ به عدد خاصی اشاره ندارد و نشانۀ هیچ عدد 

خاصی نیست(.
ابتدای این بازه عدد a است ولی انتهایی ندارد و آن را بازۀ بسته a تا مثبت بی‌نهایت می نامند.

{ }[ , ( |a x a x+ ∞ = ∈ ≤

اگر a را از این بازه خارج کنیم آن را با (∞+ , a) نشان می دهند و آن را بازۀ باز a تا مثبت 
بی‌نهایت می نامند. به عبارت دیگر:

{ }( , ( |a x a x+ ∞ = ∈ <

می دهند.  نمایش   (-∞ , b] با  را   { }|x x b∈ ≤ به صورت  مجموعه هایی  ترتیب،  همین  به 
انتهای این بازه عدد b است ولی ابتدایی ندارد و آن را بازۀ بسته از منفی بی نهایت تا b می نامند. 

به عبارت دیگر:
{ }) , ] |b x x b−∞ = ∈ ≤

اگر b را از این بازه خارج کنیم، آن را با (b , ∞-) نشان می دهند و آن را بازۀ باز منفی بی‌نهایت 
تا b می نامند. به عبارت دیگر:

{ }( , ( |b x x b−∞ = ∈ <

1 بازۀ (∞+ , 1] را روی محور نمایش دهید.

2 بازۀ (1 , ∞ -) را روی محور نمایش دهید.

  اجتماع این دو بازه را روی محور نمایش دهید. اجتماع این دو بازه، چه مجموعه‌ای است؟ 3
......................................................................................................................................................................................

کار در کلاس4

کار در کلاس5

a

a

b

b
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1 مجموعه‌های زیر را با بازه نمایش دهید و روی محور مشخص کنید.
الف( مجموعۀ اعداد حقیقی کوچک تر از 3-  

ب( مجموعۀ اعداد حقیقی بزرگ تر یا مساوی 2

پ( مجموعۀ اعداد حقیقی بین 3- و 5  

2 بازه های زیر را روی محور مشخص کنید.
الف( (3 ,0)
ب( (5 ,1-]
پ( [4 ,1-)

3 مجموعۀ جواب نامعادله 2x  - 5>1 را با یک بازه نمایش دهید.

4 جدول زیر راك املك نید. 

نمايش با نماد مجموعهنمايش با بازهنمايش روی محور اعدادتوصیف مجموعه

{ }|x x∈ ≤ < 0 2

[1, 4)

مجموعۀ اعداد حقیقی کوچک تر یا مساوی 2 

1

مسائل
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نمادگذاری تابع ها

رابطۀ بین کمیت‎ها، به شکل‎های مختلفی برقرار می‎شود؛ بنابراین تابع‎های بسیاری وجود دارند. برای 
صحبت کردن در مورد تابع‎ها بهتر است برای هر تابع نامی انتخاب کنیم. مثلًاً، در فعالیت فنر، جرم 
وزنۀ آویزان شده تابعی از طول فنر است، می‌توانیم این تابع را   f بنامیم.1 در این صورت، دامنۀ این 

Df    =[10, 60] دهیم، پس‎یا دیِ اف(2 نشان می f بخوانید دامنۀ( Df تابع را با
عدد 27 در دامنۀ این تابع است و با جای گذاری 27 در قانون تابع، a  =15l   -150، عدد 255=27-150× 15 
به دست می آید. مقداری را که با جای گذاری 27 در قانون تابع به دست می‎آید با f  (27) )بخوانید افِ 27( 
نشان می‎دهند، پس f  (27)  =15×27-150=255. عدد 34 نیز در دامنۀ این تابع است و با جای گذاری 34 
در قانون تابع، عدد   360=150-34×15 به دست می‎آید. مقداری را که با جای گذاری 34 در قانون تابع 
به دست می‎آید با f  (34) نشان می‎دهند، پس: f  (34) = 15×34-150=360. اگر l عددی در Df باشد )یعنی 
l∈Df(، با اعِمال قانون تابع f روی آن، مقدار 15l   -150 به دست می‎آید و آن را با f  (l) )بخوانید افِ الِ( 

.f  (l ) =15l   -150 :دهند، پس‎نشان می

1ـ نماد f اول کلمۀ function است که در زبان انگلیسی به معنای تابع است.
2ـ نماد D اول کلمۀ Domain است که به معنای محدوده‎ای معین است.

اگر l  ∈Df، در این صورت l می‎تواند مقادیر مختلفی داشته باشد، به همین دلیل در عبارت l ،f  (l ) را 
متغیر تابع f می‎نامند. در مسئلۀ فنر، از نماد l به عنوان متغیر این تابع استفاده کردیم ولی می‎توانیم 
از نام‎های دیگری هم استفاده کنیم. اگر از نماد x برای متغیر تابع f استفاده کنیم؛ در این صورت 
x∈Df و f  (x)=15x   -150. انتخاب نام متغیر یک تابع، اختیاری است و هر نمادی را می‎توان برای 

متغیر به کاربرد. در نام گذاری توابع نیز می‎توان از نمادهای دیگری مانند g و h و غیره استفاده کرد.
در این هنگام، برای احمد، سؤالی پیش آمد.

 f  (l ) باشد، جرم جسم آویزان شده l گذاشتیم، اگر طول فنر f احمد گفت: در فعالیت )1( که نام تابع را
است. با استفاده از قانون این تابع، من می‎توانم f (70) را هم حساب کنم، اما عدد 70 در دامنه این تابع 

نیست. پس معنای f  (70) چیست؟

گفتگو

55272

360

15l - 150

34

l

f
Df
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 دبیر گفت: همان طور که گفتید،70 در دامنه این تابع نیست و فنر مورد بحث در آن فعالیت، نمی‎تواند 
70 سانتی‎متری شود، پس در این وضعیت  f(70) معنایی ندارد.

احمد گفت: اما ما می‎توانیم با جای گذاری 70 در قانون تابع،  f(70) را حساب کنیم. پس، چرا می‌گویید 
معنایی ندارد؟

دبیر گفت: بله، این درست است که می‎توان به ازای l  =70 مقداری را محاسبه کرد، ولی این تابع می‎خواهد 
 70 هیچ گاه  فنر  این  بنابراین  شود،  سانتی‎متر   60 می‌تواند  حداکثر  که  کند  توصیف  را  فنری  وضعیت 
را  دیگری  فنر  اگر می‌خواستیم  اما  ندارد.  معنایی   f(70) مقدار   فنر  این  برای  نمی‌شود. پس  سانتی‎متر 
توصیف کنیم که همین خصوصیات را داشت، با این تفاوت که می‎توانست 70 سانتی‎متر هم بشود و مثلاً 

دامنۀ آن بازۀ ]90 ,10[ می بود، مقدار  f(70) معنادار بود و جرم جسم آویزان شده را نشان می داد.

در هر تابعی، مقدار تابع فقط برای مقادیر دامنه محاسبه می‌شود و حتی اگر مقادیر خارج از 
دامنه را بتوان در قانون تابع قرار داد و مقداری را برای آن محاسبه کرد، عدد محاسبه شده 
معنایی ندارد. به عبارت دیگر، اگر f یک تابع و x متغیر آن باشد، مقادیر f  (x) را فقط برای 

x هایی محاسبه می کنیم که این x ها در دامنه تابع باشند.

مثال 8

 ، ( )g
1
3  ،  g (-2) بگیرید.  نظر  در  را   Dg   =[-3, 6] دامنه  و   g(x)  =4x2-5 قانون  با   g تابع 

) را محاسبه کنید. آیا g(7) معنایی دارد؟ چرا؟ )g 5  ، g(3)

 g(-2)  =4×(-2)  2- 5 =4×4- 5 =11

 g(3)  =4×9- 5 =31

( ( ( ( −
= × − = − = = −21 1 4 41 54 5 5 43 3 9 9 9g

( ( ( (= × − = − =25 4 5 5 20 5 15g

g(7) معنایی ندارد؛ زیرا 7 در دامنۀ این تابع نیست.

نکته
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1 الف( تابع به دست آمده در مثال )1(، که مسافت طی شده توسط خودرو را بر حسب حجم کار در کلاس6
بنزین موجود در باک بیان می‎کند، g بنامید. Dg را بنویسید. قانون تابع g چگونه نوشته می‎شود؟
......................................................................................................................................................................................
......................................................................................................................................................................................

ب( مقدارهای g(45) و g(18) را بیابید. آیا مقدار g(75) معنایی دارد؟ چرا؟
......................................................................................................................................................................................
......................................................................................................................................................................................

پ( اگر متغیر این تابع را با t نشان دهیم، مجموعه‎ای که t در آن است چه نام دارد؟ قانون این 
تابع چگونه نوشته می‎شود؟‬‬

......................................................................................................................................................................................
ت( اگر متغیر این تابع را با v نشان دهیم، مجموعه‎ای که v در آن است چه نام دارد؟ قانون تابع 

چگونه نوشته می‎شود؟
......................................................................................................................................................................................
ث( دو تابعِ قسمت‌های )پ( و )ت( را از نظر قانون و دامنه مقایسه کنید. چه نتیجه‌ای می‌گیرید؟
......................................................................................................................................................................................

2 الف( تابع به دست آمده در کار در کلاس )1( که مساحت مربع ساخته شده بر حسب طول 
مفتول بریده شده را بیان می‎کند h نام گذاری کنید و Dh را بنویسید.

......................................................................................................................................................................................
ب( مقدارهای h(5) و h(12) را بیابید. آیا مقدار h(200) معنایی دارد؟ چرا؟

......................................................................................................................................................................................
پ( اگر متغیر این تابع را با x نشان دهیم، مجموعه‎ای که x در آن است چه نام دارد؟ قانون این 

تابع چگونه نوشته می‎شود؟ ‬ 
ت( اگر این تابع را با k و متغیر این تابع را با z نشان دهیم، قانون این تابع چگونه نوشته می‎شود؟ 

مجموعه‎ای را که z در آن است، مشخص کنید.
ث( دو تابعِ قسمت‌های )پ( و )ت( را از نظر قانون و دامنه مقایسه کنید. چه نتیجه‌ای می‌گیرید؟

در این کار در کلاس، مشاهده می‌کنید که تغییر نام یک تابع یا متغیر آن، تأثیری در تابع ندارد 
و آن تابع را تغییر نمی دهد. اگر چه شکل بیان قانون یک تابع ممکن است عوض شود ولی تابع 
 h(t) =t2+1, g(x) =x2+1, به ترتیب با قانون‌های h و g ، f عوض نمی‌شود. مثلًا همۀ تابع های

 به یک تابع اشاره می‌کنند. f(x) =x2+1 با دامنۀ 
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قانون  با  تابع  براي  را  خالي  جاهاي    1
پر كنيد. f (x)=x2- x  +2 و دامنۀ 

مسائل
f(x)x2-x +2x

f   (-2)   =............2ـ

................0

................2

 g  − 
 

4
3 2  تابع g با قانون g(x)  =4x2-3x و دامنۀ Dg    =[-2, 3] را در نظر بگیرید. g(-2) و 

را محاسبه کنید. آیا g(4) معنایی دارد؟ چرا؟

 و قانون f(x)=x2-4 مفروض است. مقادیر خواسته شده را بیابید. 3  تابع f با دامنۀ 

f )ب                = f(-2) )الف    = 
 
1
2  

) )پ       )f =2        

4  کرایه تاکسی وابسته به طول مسیر مسافر است. ورودیۀ تاکسی 600 تومان است و به ازای 
هر 100 متر، 50 تومان کرایه گرفته می‎شود. قانون تابعی را به دست آورید که کرایۀ تاکسی را 
بر حسب مسافت طی شده بیان می‎کند. با توجه به آنکه تاکسی ها در روز حداکثر 500 یکلومتر 
طی می‎کنند، دامنۀ این تابع را مشخص کنید. نامی برای این تابع و متغیر آن انتخاب کنید و 

دامنه و قانون این تابع را با نام‎های انتخابی خود بیان کنید.

5  مستطیل‎هایی را در نظر بگیریدکه طول آنها 2 واحد بیشتر از عرض آنها است. مساحت این 
مستطیل‎ها تابعی از عرض آنها است. این تابع را g بنامید و متغیر آن را با l نمایش دهید. دامنه 

و قانون این تابع را بنویسید. آیا g(-1) معنایی دارد؟

6  سنگی را از بالای یک ساختمان 25 متری رها میک نیم. طبق قوانین فیزیکی، ارتفاع این 
سنگ از سطح زمین تابعی از زمان است. اگر t، زمان )بر حسب ثانیه( و f  (t)  ، ارتفاع از سطح 

زمین )برحسب متر( باشد. قانون این تابع به صورت f (t)=-5t2+25 است. 
الف( سنگ در لحظۀ صفر (t = 0) رها شده است. با پیدا کردن زمان برخورد سنگ با زمین، 

دامنۀ این تابع را تعیین کنید.
ب( مقدارهای f (1) و f (2) را حساب کنید. این مقادیر چه چیزی را نشان می دهند؟

پ( آیا f (3) و f (-1) معنایی دارند؟چرا؟
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فعالیت 2

نمایش‌های تابع: جدول و نمودار

مسعود و احمد در پایان کلاس با دبیر خود دربارۀ عدد π بحث می کردند.
مسعود گفت: در کتابی خواندم که عدد π گنگ است و نمی توان آن را با یک عدد اعشاری نشان داد. اما 

می توان آن را با اعداد اعشاری تقریب زد.
احمد گفت: تقریبات اعشاری عدد π را باچه قانونی پیدا می کنند؟

دبیر گفت: در این مورد قانونی وجود ندارد ولی یک روش محاسبه وجود دارد که به کمک آن با رایانه تا 
چند میلیون رقم اعشار π را محاسبه کرده اند.

مسعود گفت: از چه روشی برای نمایش این رقم ها استفاده می کنیم؟
دبیر گفت: فعالیت زیر می تواند جوابی برای این پرسش فراهم کند.

عدد π تا ده رقم اعشار برابر است با:
π ≈ 3/1415926535

برای n   =1,2,3...  ,10، اگر f   (n) ، رقم n ام اعشاری π را نشان دهد، برای مثال داریم:
f   (1) =1       ,       f   (2) =4

1 جاهای خالی را پر کنید.
f   (6) = ......             f   (9) = ......             f   (10) = ......          f   (8) = ......

2 دامنۀ این تابع را با یک مجموعه نشان دهید.

3 جدول زیر را با توجه به دامنه داده شده کامل کنید.
 

n 1 2

f(n) 1 4

در فعالیت بالا تابعی را مشاهده کردیم که قانون خاصی نداشت و فقط روشی برای یافتن مقدار تابع 
داشتیم که نقش قانون تابع را بازی می کرد.

به کمک جدول یک تابع، می‌توان نموداری در صفحه رسم کرد. هر زوج از اعدادِ جدول که از اعداد 
دامنۀ تابع )سطر اول( و مقدار تابع )سطر دوم( تشکیل شده است، نقطه ای در صفحه مختصات را 
نامیده  تابع  نمودار  را در صفحه مشخص می کنند که  نقاط، شکلی  این  مشخص می کند. مجموعه 

می شود. از طریق نمودار یک تابع، رفتار تابع را بهتر می‎توان تشخیص داد.

گفتگو



27

مثال 9
 Dh =(0, 100] نشان دهیم دامنه این تابع h به آن رسیدیم، را با )اگر تابعی که در کار در کلاس )1

) است جدول زیر را برای این تابع در نظر می‌گیریم. ) x
h x =

2

16 و برای x∈Dh قانون آن 

100806036201684x

62540022581251641h(x)

از طریق این جدول مشخص می‎شود که با زیاد شدن مقدار متغیر، مقادیر تابع نیز زیاد می‎شوند. روشن 
است که این جدول‎ها را نمی‎توان به ازای تمام مقادیر دامنه نوشت و فقط از تعدادی متناهی از اعداد در 
دامنه می توان استفاده کرد. معمولاً عددهایی را در دامنه انتخاب می‎کنند که مشخص شدن مقدار تابع 

در این نقاط، برای تشخیص رفتار تابع )چگونگی تغییرات تابع( در سرتاسر دامنه کافی باشد.

طول

ت
اح

س
م

تشخیص رفتار تابع از طریق جدول چندان آسان نیست 
دهد.  نشان  را  تابع  رفتار  می‎تواند  بهتر  تابع،  نمودار  و 
رسم  هم  بر  عمود  محور  دو   )1( کلاس  در  کار  همانند 
می‎کنیم. محور افقی نشان‎دهندۀ طول قطعۀ بریده شده 
و محور عمودی نشان‎دهنده مساحت مربع ساخته شده 
است. جدول بالا، فقط برخی از نقاط این نمودار را نشان 
می‎دهد. شکل رو به رو بخشی از نمودار این تابع می باشد.

مثال 10    

نمودار تابع f با دامنۀ [2 ,4-] رسم شده است.
این  از  بگیرید.  نظر  در  تابع  نمودار  روی  دلخواهی  نقطۀ 
نقطه خطي بر محور x ها عمود كنيد. طول نقطۀ برخورد 
با محور افقی، یکی از مقادیر دامنه را نشان می دهد. اگر 
برای تمام نقطه‌‌های روی نمودار این عمل را انجام دهیم، 

4-همۀ مقادیر دامنۀ تابع به دست می‌آید. -3 -2 -1 1 2

-1

1

2

3

4

0
x

y

20 40 60 80 100 1200
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مثال 11  
x و y به ترتیب مقادیر متناظر دو کمیت )الف( و )ب( هستند. نقاط مشخص شده در صفحۀ مختصات 

زیر، مقدارهای متناظر این دو کمیت را نشان می دهد. آیا کمیت )ب( تابعی از کمیت )الف( است؟
برای اینکه کمیت )ب( تابعی از کمیت )الف( باشد باید برای هر مقدار از کمیت )الف(، یک مقدار معین 
برای کمیت )ب( به دست آید. مطابق شکل، وقتی x برابر 2 می‌باشد، دو مقدار 1 و 4 برای y وجود 

دارد. بنابراین کمیت )ب( تابعی از کمیت )الف( نمی‌باشد.

به دست می‌آید. مشاهده  زیر  نمودار  کنیم،  نمودار حذف  روی  نقاط  از  را    
 
 

2
1

به مختصات  نقطه  اگر 
می‌‌شود که برای هر مقدار از x، یک مقدار معین برای y به دست آید. پس در این حالت کمیت )ب( 
تابعی از کمیت )الف( است. اگر این تابع را با f نام‌گذاری کنیم در این صورت Df      ={1, 2, 3, 5} و 
مقادیر تابع فقط برای مقادیر دامنه محاسبه می‌شود. یعنی f(1) =2, f(2) =4, f(3) =2, f(5) =2. جدول 

این تابع به صورت زیر است:

-2 -1 1 2 3 4 5 6 70

1

2

3

4

5

6

x

y

-2 -1 1 2 3 4 5 6 70

1

2

3

4

5

6

x

y

5321x

2242y
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-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6

-1

1

2

3

4

5

6

x

y
مثال 12 

در روبه رو نمودار تابع h رسم شده است.
تا  كنيد  عمود  x ها  محور  بر  خطي   x   =2 نقطۀ  از 
نمودار را قطع كند. از اين نقطه خطي موازي محور 
x ها رسم كنيد تا محور y ها را قطع كند. اين نقطه 

چه چيزي را نشان مي‌دهد؟
 h(2) یعنی   x  =2 ازای  به  تابع  مقدار  همان  نقطه  این 

است.

مثال 13
نمودار تابع g به صورت زیر رسم شده است.

الف( دامنه g را بیابید. 
ب( مقادیر تابع g را به ازای 2-  ، 1-  ، 6 و 7 بیابید.

پ( آیا g(11) معنایی دارد؟ چرا؟
Dg  =[-2, 10] )الف

g(-2) =8 , g(-1) =10 , g(6) =0 , g(7) = -1/5 )ب
پ( g(11) معنایی ندارد زیرا عدد 11 در دامنه نیست.

مثال 14 
نمودار مقابل مربوط به تابع g است.

عمود  x ها  محور  بر  نمودار  روی  نقطه‌‌های  تمام  از  اگر 
كنيم، دامنۀ این تابع بازه (1 ,1-] به دست می‌آید.

-4 -2 0 2 4 6 8 10 12 14
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y
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-2 -1/5 -1 -0/5 0/5 1 1/5 2 2/5 3
x

y
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1 هر یک از جدول‌های زیر نمایش یک تابع با دامنۀ {3 ,2 ,1 ,0 ,1-} می‌باشد. نمودار هر یک 
را در صفحۀ مختصات رسم کنید. در صورت امکان، قانون تابع را بنویسید.

3210-1x

)الف
6420-2y

3210-1x

)ب
94101y

2 نمایش جدول تابع f با دامنۀ {4 ,2 ,1 ,0 ,2-} به صورت زیر است:

x -2 0 1 2 4

f (x) 0 3 -1 3 1

الف( مقادیر f(1)، f(4) و f(0) را بیابید.
ب( نمودار f را در صفحۀ مختصات رسم کنید.

3 نمودار تابع g به صورت روبه رو است:
الف( با توجه به شکل، دامنۀ g را بنویسید.
ب( g(-2) ، g(2) و g(0) را به دست آورید.

پ( آیا g(4) معنایی دارد؟ چرا؟

مسائل
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4 سه تابع زیر را در نظر بگیرید. دامنۀ هر یک از این تابع ها را بنویسید.

5 وضعیتی از زندگی روزمره را بنویسید که 
نمودار روبه رو نشان دهندۀ آن وضعیت باشد.

.g(0) =2 و g(-2) =1 با دامنه {3 ,0 ,1- ,2-} را طوری رسم کنید که g 6 تابع

.f(2) = -3 و f(-1) =1 با دامنۀ [4 ,1-] را طوری رسم کنید که f 7 تابع دلخواه

8 تابع h با دامنۀ [3 ,0] و قانون h(x)=3x  2+a را در نظر بگیرید.
.h(1) =2 را طوری بیابید که a الف( مقدار

ب( h(2) را بیابید.
پ( آیا h(4) معنایی دارد؟ چرا؟
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گونه ای از گیاه بامبو  پس از آنکه به ارتفاع تقریبی 20 سانتی متر 
می رسد، در هر ساعت به طور تقریبی، 3/8 سانتی متر رشد می کند. 
یعنی در یک شبانه روز این گیاه حدود 91/2 سانتی متر رشد می کند.

پودمان  دوم

تابع های خطی و درجۀ دوم و کاربردآنها در حل معادله ها و نامعادله ها

https://www.roshd.ir/211141-2
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تابع های خطی

محمد علاقۀ زیادی به گیاهان و پرورش آنها داشت. او با کمک مادرش، در باغچۀ حیاط خانه شان، انواع گل 
و گیاه را کاشته بود و هر روز به آنها رسیدگی می کرد. او به اندازۀ رشد هر کدام از این گیاهان دقت می کرد. 
برخی از آنها در روز های متوالی رشد های متفاوت و برخی دیگر رشد یکنواختی داشتند. محمد به مادرش 

گفت: جالب است! نحوۀ رشد هر کدام از این گیاهان با هم فرق دارد.
مادر محمد که دبیر ریاضی بود به او گفت: دقیقاً همین طور است. پیشنهاد می کنم دو یا سه گیاه را 
انتخاب کنی و هر روز طول آنها را اندازه بگیری. در این صورت می توانی نحوۀ رشد طولی هر کدام را بهتر 

درک کنی.
محمد به مادرش گفت: اگر مدتی این کار را انجام دهم، آیا می توانم پیش بینی کنم هر کدام از آنها بعد از 

یک ماه چقدر رشد طولی خواهند کرد؟
مادرش گفت: بله، باید یک مدل ریاضی برای رفتار رشد طولی آنها بنویسی تا بتوانی مقدار رشد طولی 

آنها را در روزهای آینده پیش بینی کنی.
انجام فعاليت صفحۀ بعد مي تواند پاسخی برای این سؤال فراهم سازد.
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ارتفاع 20 سانتی متر می رسد، به طور تقریبی در هر ساعت 3/8  به  آنکه  از  بامبو پس  نوعی 
سانتی متر رشد می کند. ارتفاع بامبو تابعی از زمان است و اگر ارتفاع بامبو را )برحسب سانتی متر( 

. h(t) =20+3/8t :نشان دهیم داریم h(t) ساعت با t پس از
اگر رشد بامبو را در یک شبانه روز در نظر بگیریم،‌ دامنه این تابع ]0,24[ خواهد بود.

1 جدول زير راك املك نيد و اختلاف مقادیر تابع را در داخل مربع ها بنویسید.

t )برحسب ساعت( 0 1 2 3 4

h )برحسب سانتی متر(              

فعالیت )1(

.......   .......    .......    .......     .......

نمودار زیر، نمودار تابع  h(t) =20+3/8t را نشان می دهد.

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 280

2

4

6

8

10

12

h

t

2 به ازای هر یک واحد افزایش مقدار t، مقدار h چه تغییری می کند؟
......................................................................................................................................................................................

3 رابطۀ بین دو کمیت h و t، خطی است یا غیر خطی؟ چرا؟
......................................................................................................................................................................................

h(2) 4 چه چیزی را نشان می دهد؟ h(18) چطور؟
......................................................................................................................................................................................

5 اگر a , h(a) =39 را پیدا کنید. این مقدار چه چیزی را نشان می دهد؟
..............................................................................................................................................................................
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تعریف

همان طورك ه مي بینید در فعالیت )h ،)1 و t با هم رابطۀ خطی دارند و قانون تابعی که رابطۀ آنها را 
توصیف می کند، یک چند جمله ای درجۀ 1 است. در این تابع به ازای هر 1 واحد افزایش متغیر تابع، 

مقدار تابع 3/8 واحد افزایش می یابد. نمودار این تابع، یک خط راست با شیب 3/8 است.

تابع هایی را که بتوان با قانون a( f (x) =ax  +b و b دو عدد مشخص هستند( نوشت، تابع های 
 باشد. نمودار تابع های   یا هر زیر مجموعه‮ای از  خطی می‮نامند. دامنۀ این تابع ها می تواند 
که  است  آن  تابع های خطی،  اساسی  ویژگی  است.  راست  به صورت خط    دامنۀ  با  خطی 

به ازای هر 1 واحد افزایش یا کاهش متغیر تابع، مقدار تابع به اندازۀ ثابتی تغییر می کند.‬‬

مثال 1  

تابع خطي f(x) =  -2x   +1 را با دامنۀ [3 ,1-] در نظر 
بگيريد. مقدار تابع را در دو نقطه به طول های 1- و 3 
به کمک قانون آن به دست آورید و نمودار آن را رسم 

کنید.

 دو نقطه  
 − 

3
5

− و  
 
 

1
3

داریم f(-1) =3, f(3) = -5 . پس 

از نمودار این تابع هستند و نمودار این تابع به شکل روبه رو 

است. 
جدول زیر تعدادی از نقاط روی این خط را نشان می دهد.

x   -1 0 1 2 3

-2x  +1 3 1 -1 -3 -5
-2 -2-2 -2

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

-5

-4

-3

-2

-1
0

1

2

3

4

5

6

x

y

همان طور که مشاهده می شود، با هر 1 واحد افزایش متغیر، مقدار تابع 2 واحد کاهش می یابد و این 
نشان می دهد شیب خط 2- است.



37

رضا علاقۀ زيادي به طراحي داشت. او تا سال قبل، 5 طرح رسمك رده بود و تصميم گرفت از 
این به بعد هر ماه 2 طرح ارائهك ند و این کار را تا 12 ماه ادامه دهد.

1 رضا قبل از این تصميم، چند طرح داشت؟ او در آخر ماه اول چند طرح داشت؟ در آخر ماه 
پنجم چطور؟

......................................................................................................................................................................................
2 اگر تعداد ماه های سپری شده را با x و تعداد کل طرح ها پس از x ماه را با f(x) نمايش 

دهيم، قانون تابع f و دامنۀ آن را بنويسيد. 
......................................................................................................................................................................................

3 مقادیر f (0), f (10) را به دست آوريد و معنای آن را بیان کنید. آیا f (-1) معنایی دارد؟
......................................................................................................................................................................................

4 اگر دامنۀ تابع را بازۀ [12 ,0] در نظر بگیریم، نمودار تابع را رسمك نيد.

کار در کلاس1

5 اگر f(a) =17 مقدار a را به دست آوريد و معنای آن را بیان کنید.
......................................................................................................................................................................................

با مرور آنچه که دربارۀ تابع های خطی دیدیم، مشاهده می شود که در برخی از تابع های خطی، با افزایش 
مقدار متغیر، مقدار تابع به میزان ثابتی افزایش می یابد و در برخی دیگر به میزان ثابتی کاهش می یابد. 

آیا می توان تابع های خطی پیدا کرد که با افزایش یا کاهش مقدار متغیر، مقدار تابع تغییر نکند؟
در فعالیت زیر این نوع از تابع های خطی مورد بررسی قرار می گیرند.
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تعداد طرح ها
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تعریف

قرمز فعالیت )2( چراغ  پشت  کیلومتر   2 از طی  پس  و  می کند  حرکت  به  شروع   A نقطۀ  از  خودرویی 
می ایستد. مدت زمان چراغ قرمز 20 ثانیه است. 

1 مقدار مسافت طی شده به وسیلۀ خودرو از نقطه A، پس از 2 ثانیه توقف پشت چراغ قرمز 
چقدر است؟ پس از 5 ثانیه چطور؟

2 جدول زیر را کامل کنید.

t  0 )زمان توقف بر حسب ثانیه( 2 5 10 20

d )مسافت طی شده برحسب کیلومتر( ــ ــ ــ ــ ــ

3 نمودار تابع را از زمان t   =0 تا زمان t   =20 رسم کنید.

4 با تغییر زمان )t) ، مسافت طی شده )d( چه تغییری می کند؟

در بازۀ زمانی ]0,20[ که چراغ، قرمز است و خودرو پشت چراغ قرمز متوقف است، گرچه زمان می گذرد، 
مسافت طی شدۀ خودرو از نقطۀ A، 2 کیلومتر است و تغییری نمی کند. قانون این تابعِ خطی، به صورت 
f(t) =2 است و نمودار آن پاره خطی به موازات محور x هاست. در این فعاليت تابعی را بررسی کردیمك ه 

به ازاي تمام مقادیر دامنه، مقداری ثابت دارد. اين نوع تابع ها، ساده ترين نوع توابع خطي هستند.

تابعی را که به ازای تمام مقادیر متغیر، مقداری ثابت دارد، تابع ثابت می نامند.

اگر f یک تابع ثابت باشد قانون آن به صورت  f)x( = c می باشد که در آن c یک عدد مشخص 
 خطی به موازات محور xها )شیب صفر( است. است. نمودار تابع ثابت با دامنۀ 
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مثال 2
معمولاً پس از 22 سالگي رشد قد متوقف مي‮شود. طول قدك ه تابعي از زمان است در بازۀ زماني 
تقریبی 22 سالگی تا حدود 60 سالگی، تقریباً ثابت است. بنابراين طول قد افراد به عنوان تابعی بر 

حسب سن افراد، در اين بازه، كي تابع ثابت است.

  نمودارهای زیر چند تابع خطی را نشان می دهند.  1
مشخص کنید کدام نمودار، مربوط به تابع ثابت است؟ 

دلیل خود را توضیح دهید.

کار در کلاس2

E

C

A B x

L

 رسم کنید. 
=  

 
C

0
2

 و  
=  

 
B

3
0

و   
=  

 
A

0
0  

  در صفحۀ مختصات زير، مثلثی با رئوس  2
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الف( در جدول زیر، x طول نقطه ای از خط L )مانند E( است و S )تابعی از x( مساحت مثلث 
ABE است. جدول زیر راك املك نيد و اختلاف مقادیر تابع را در داخل مربع ها بنویسید.

2x            1       0         1ـ         2ـ          

.......   .......    .......   .......      .......       S(x)

ب( قانون این تابع را بنویسید و توضيح دهيد چرا S تابعی خطی از x است؟
......................................................................................................................................................................................

پ( با استفاده از جدول، نمودار تابع را رسم کنید.

 یک خط راست است. نمودار تابع خطی f(x) =ax+b با  می دانیم نمودار هر تابع خطی با دامنۀ 
تغییر مقادیر a و b چگونه تغییر می کند؟ فعالیت روبه رو، می تواند پاسخی برای این سؤال فراهم کند.
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فعالیت )3(
تابع خطی f(x) =ax+b را در نظر بگیرید. با استفاده از جئوجبرا مطابق دستورالعمل صفحۀ 

43، دو لغزنده برای a و b در نظر بگیرید. 
1 با ثابت نگه داشتن a و تغییر مقادیرb، نمودار تابع چگونه تغییر می کند؟ وضعیت خط های 

به دست آمده، نسبت به هم چگونه است؟

2 با ثابت نگه داشتنb، به ازای مقادیر مختلف a، نمودار تابع چگونه تغییر می کند؟‬‬

3 اگر a مثبت باشد، زاویۀ خط با جهت مثبت محور طول ها چگونه است؟ اگر a منفی باشد، 
زاویۀ خط با جهت مثبت محور طول ها چگونه است؟

فعالیت بالا نشان می دهد که با ثابت ماندن  a و تغییرb نمودار تابع، خط هایی هستند که با یکدیگر 
موازی هستند. اگرb افزایش یابد، این خط به موازات خود به بالا منتقل می شود و اگرb کاهش یابد، 
این خط به موازات خود به پایین منتقل می شود و با صفرشدن b، خط از مبدأ می گذرد. با ثابت ماندن 
b و تغییر a خط هایی به دست می آیند که شیب های مختلفی دارند و همگی از یک نقطه می گذرند. 
اگر a مثبت باشد، زاویۀ خط با جهت مثبت محور طول ها، زاویۀ تند و اگر a منفی باشد این زاویه 

باز است.

مثال 3  

نمودار همۀ تابع های خطی با قانون f(x) =ax +3 ، در چه نقطه ای مشترک هستند؟
تابع های خطی f(x) =ax +3 را در نظر می گیریم.

برای مثال:
اگر a   =1 باشد، در این صورت قانون تابع f(x) =x +3 است.

اگر a   =2 باشد، در این صورت قانون تابع f(x) = 2x +3 است.
اگر a   = -1 باشد، در این صورت قانون تابع f(x) = - x +3 است.

مشاهده می کنیم که برای مقدارهای مختلف a، تابع های مختلفی به دست می آید. برای رسم نمودار 
این تابع ها به کمک جئوجبرا، ابتدا لغزنده ای به نام a تعریف می کنیم )مطابق دستورالعمل صفحۀ 43(. 
با کلیک راست روی نمودار، گزینۀ ردیابی را فعال می کنیم تا بتوانیم نمودار این تابع ها را هم زمان 

مشاهده کنیم. 
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شکل زیر نمودار برخی از این تابع ها را نشان می دهد.

-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7

-3

-2
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0
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y

x

 همدیگر را قطع می کنند. پس تمام  
 
 

0
3

همان طور که مشاهده می کنیم نمودار این تابع ها، در نقطۀ 

 می گذرد. 
 
 

0
3

این تابع های خطی از نقطۀ 

1 وضعیت خط های به معادلۀ 2y   +  5x =c را به ازای مقادیر مختلف  c ،  توصیف کنید. شیب 
این خط ها چقدر است؟

......................................................................................................................................................................................

......................................................................................................................................................................................

این  ازای مقادیر مختلف  c ، توصیف کنید.  2 وضعیت خط های به معادلۀ 2y   + cx =4 را به 
خط ها از چه نقطه مشترکی می گذرند؟

......................................................................................................................................................................................

3 آیا هر خطی در صفحۀ مختصات، نمودار یک تابع خطی است؟ چرا؟
......................................................................................................................................................................................

کار در کلاس 3
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لغزنده در جئوجبرا
از نوار ابزار نرم افزار جئوجبرا دو Slider یا لغزنده به نام های 
a وb انتخاب کنید و دامنه تغییرات برای هر کدام تعریف کنید.

سپس در قسمت وارد کردن تابع، فرمول تابع را که شامل a و

b است بنویسید.

برای تغییر مقدار a وb، نقطه روی لغزنده را حرکت دهید.

استفاده از نرم افزار
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1 در زیر، جدول مقادیر مربوط به چهار تابع داده شده است.ك دام جدول مي تواند مربوط به مسائل
یک تابع خطی باشد؟

x -2 -1 0 1

g(x) 5 -10 -25 -40

x -2 -1 0 1

f(x) -8 -1 0 1

x 0 1 2 3

k(x) 1 3 5 7

x -2 -1 0 1

h(x) 5 5 5 5

2 علي در كي شركت بيمهك ار مي کند. او 1,000,000 تومان به عنوان حقوق پایه دریافت 
می کند و به ازای هر مشتری جدید که جذب می کند، 50,000 تومان به حقوقش اضافه می شود.
الف( قانوني براي حقوق علي به عنوان تابعي از تعداد مشتري هاییك ه ماهانه جذب مي کند، 

بنویسید.
ب( اگر او در كي ماه 12 مشتري جديد برای شركت جذب کرده باشد، ميزان حقوق او در آن 

ماه چقدر خواهد بود؟
پ( چرا اين تابع خطي است؟ 

ت( اگر علی بخواهد در یک ماه 2,000,000 تومان حقوق بگیرد، در این ماه چند مشتری 
باید جذب کند؟

3 آرمان سوار بر یک کشتی، در فاصلۀ 10يك لومتري از ساحل قرار دارد و با سرعت ثابت 
3  کیلومتر بر ساعت از ساحل دور می شود. این حرکت 5 ساعت ادامه داشته است.
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الف( قانون و دامنۀ تابع مربوط به فاصلۀ آرمان از ساحل )برحسب کیلومتر( را برحسب t )زمان 
برحسب ساعت( بنویسید.

ب( آرمان پس از 2 ساعت در چه فاصله ای از ساحل خواهد بود؟
......................................................................................................................................................................................

پ(چرا این تابع خطی است؟ شيب نمودار اين تابع مثبت استي ا منفي؟
......................................................................................................................................................................................
درجۀ  در ساعت 1 ظهر، 35  هفته،  در طول یک  تابستان،  در  تهران  در شهر  هوا  دمای   4

سانتی گراد بوده است.
الف(جدول زیر را کامل کنید.

d )روز( 1 2 3 4 5 6 7

t )دما برحسب درجه سانتی گراد(

ب( دامنه و قانون این تابع را بنویسید.
......................................................................................................................................................................................

پ( آیا این تابع، یک تابع ثابت است؟ چرا؟
ت( نمودار تابع را در دامنه اش رسم کنید.

......................................................................................................................................................................................
5 رابطۀ بين دو واحد اندازه گيري دما، درجۀ سانتي گراد )c( و درجۀ فارنهايت )F( با قانون

= F(c)    بیان مي شود. 9_
5 c+32 

الف( مقدارهای F(28) و F(-40) را محاسبهك نيد و معنای آن را بیان کنید.
......................................................................................................................................................................................

ب( دمای صفر درجۀ سانتي گراد، معادل چند درجۀ فارنهايت است؟
......................................................................................................................................................................................

پ( اگر F(c) =212، مقدار c را حسابك نيد. c چه چيزي را نشان می دهد؟
......................................................................................................................................................................................
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تابع های درجۀ دوم

همراه  به  تابستان  تعطیلات  ایام  در  صدرا 
آنها  بود.  كرده  سفر  تبريز  شهر  به  خانواده اش 
ايستگاه  از  كه  راهنما  از یک دفترچۀ  استفاده  با 
از  روز  هر  بودند،  کرده  دریافت  شهر  گردشگري 
موزه ديدن ميك ردند.  یا یک  تاريخي  كي مكان 
بودند.  رفته  كبود  به مسجد  بازديد  براي  روز  آن 
محو  و  خيره  مسجد  سقف  به  مدت  تمام  صدرا 

زيبايي آن شده بود.

او به پدرش گفت: معماران چگونه توانسته اند انحنای گنبد را با این دقت ایجاد کنند. آیا معماران در زمان 
قديم از رياضيات مربوط به اين معماري اطلاع داشته اند؟! پدرش به او گفت كه بهتر است اين سؤال را از 
دبیر رياضي اش بپرسد. وقتی صدرا این موضوع را برای دبیرش تعریف کرد، دبیر ریاضی گفت: این منحنی ها 
از ساده ترین نوع منحنی ها در ریاضی هستند، که منحنی های درجۀ دوم نامیده می شوند. نمونه ای از این 

منحنی ها، نمودار f(x) =x2 است.

گفتگو

تابع تعریف نوشت، یک  به صورت یک چندجمله اي درجۀ دوم  را  آنها  قانون  بتوان  را که  تابع هايی 
 f(x) =ax2+bx   +c درجۀ دوم مي نامند. قانون یک تابع درجۀ دوم در حالتك لي به صورت
استك ه درآن a وb وc اعداد حقيقي مشخصی هستند )a   ≠0(. دامنۀ این تابع ها می توانند 

 باشند.  یا هر زیرمجموعه ای از 

مثال 4

 هستند. تابع های زیر نمونه هایی از تابع درجۀ2 با دامنه 
f(x) =2x2+3x  +1 )1

g(x) =   -3x2+5 )2
h(x) =1/2x2-5x   +2 )3
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اکنون می خواهیم بررسی کنیم که نمودار تابع های درجۀ دوم دلخواه چگونه است. با توجه به اینکه با 
 f(x) =k(x     -q )2+p به فرم f(x) =ax2+bx  +c آشنا هستید، با نوشتن قانون y =x2 نمودار تابع درجۀ دوم

می توانیم نمودار هر تابع درجۀ 2 دلخواه را بررسی و رسم کنیم.
فعالیت زیر، شما را با شکل کلی نمودار تابع های درجۀ دوم آشنا خواهد کرد.

به کمک جئوجبرا نمودار تابعy =x  2 را رسم کنید و به سؤالات زیر پاسخ دهید. )در هر مرحله 
یک لغزنده تعریف کنید(.

1 نمودار تابع های درجۀ دوم y =x2+p را به ازای مقادیر مختلف p رسم کنید. وضعیت نمودار 
تابع y =x  2+p را با نمودار تابع y =x2 توصیف کنید.

......................................................................................................................................................................................
ازای مقادیر مختلف q رسم کنید. وضعیت  2 نمودار تابع های درجۀ دوم y =(x  -q)2 را به 

نمودار تابع y =(x  -q)2 را با نمودار تابعy =x2 توصیف کنید.
......................................................................................................................................................................................

3 نمودار تابع های درجۀ دومy =kx2 را به ازای مقادیر مختلف مثبت و منفی برای k رسم کنید. 
 با تغییر علامت k از مثبت به منفی چه تغییری در نمودار ایجاد می شود؟

......................................................................................................................................................................................

در فعالیت )4(، با شکل کلی نمودار برخی از تابع های درجۀ دوم آشنا شدید. نمودار هر تابع درجۀ دوم 
از طریق نمودار تابع y =ax2 با انتقال به پایین یا بالا )قسمت )1(( و انتقال به چپ یا راست )قسمت 

)2(( ساخته می شود. نمودار y =ax2 برای حالت a<0 و a  >0 در زیر آمده است.

فعالیت )4(
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مثال 5 

رسم  را   y =(x-2)2-1 تابع  نمودار  الف( 
می کنیم. 

نمودار این تابع همان نمودار تابع y = x2 است 
که به اندازۀ 2 واحد به سمت راست و به اندازۀ 

1 واحد به پایین منتقل شده است.  

ب( اگـر     نمودار     تابع     درجۀ     دوم     
y =k(x  -q)2+p به شکل زیر باشد، علامت 

k و مقدار p و q را تعیین کنید.
می دهد  نشان  نمودار،  بودن  پایین  سمت  به 
که k   >0 . این شکل نشان می دهد که نمودار 
تابع y=kx2، 1 واحد به راست و 2 واحد به بالا 

.p =2 و q =1 منتقل شده است، پس

نمودارهای زیر مربوط به تابع درجۀ دوم y =k(x   -q)2+p می باشد، علامت k ومقدار p و q را 
تعیین کنید.
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بالف
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 p , q و مقدار k هستند. علامت y=k(x   -q)2+p ،1 نمودارهاي زیر مربوط به تابع درجۀ دوم
را تعيين كنيد.

2 نمودار روبه رو مربوط به یک تابع درجۀ 
قانون،  دوم است. مشخص کنید که کدام 

مربوط به این نمودار است.
f(x) = (x   -1)2 + 1 )الف
f(x) = (x   -1)2 - 1 )ب
f(x) = (x   +1)2 + 2 )پ
f(x) = (x   +1)2 - 2 )ت

مسائل

تصوير  میک ند.  بازی  بسکتبال  فرید   3
روبه رو كي پرتاب او را به سمت سبد نشان 
مي دهد. صفحۀ مختصات طوری قرار داده 
روی  شده است که مبدأ مختصات دقیقاً 
نقطۀ پرتاب توپ قرار گیرد. ارتفاع توپ از 
سطح زمین در هر لحظه  یک تابع درجۀ 
است.   h(x)=k(x   -q)2+p قانون  با  دوم 

علامت k و p و q را تعیین کنید.
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کاربرد تابع ها در حل معادله ها

برف شدیدی در حال باریدن بود. امیر و امین و چند نفر از هم کلاسی هایشان به همراه دبیر ریاضی خود 
قرار بود فردای آن روز به کوه بروند. پدر امير که کوه نوردی حرفه ای بود به آنها قول داده بود که به همراه 

گروه، فردا به کوه بیاید تا گروه را راهنمايی کند. او به گروه توصيه كرد لباس گرم همراه داشته باشند.
صبح زود، گروه در حال بالا رفتن از کوه بود كه امیر گفت: من سردم شده است. پدرش به او گفت: بهتر 
است كيي از لباس‏هايي را كه آورده ای بپوشي، هر چه بالاتر برویم، هوا سردتر می شود. امیر رو به دبیر 
ریاضی کرد و گفت: معلوم می‏شود دما به ارتفاع بستگی دارد. آیا دما، تابعی از ارتفاع است؟ دبیر گفت: 
بله همین طور است. در واقع به ازای هر 150 متر افزايش ارتفاع، 1 درجه از دمای هوا کاسته می‏شود. امین 
پرسيد: آيا مي توانيم بفهميم در چه ارتفاعي، دماي هوا صفر درجه می شود؟ دبیر قول داد كه در كلاس، 

راجع به اين موضوع بيشتر بحث كنند.

گفتگو
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اگر دما در سطح دریا 15 درجۀ سانتی گراد باشد، در کوه دماوند رابطۀ بین دما )T بر حسب 

) مشخص  ( = −
h

T h 15
150

درجه سانتی گراد( و ارتفاع از سطح دريا )h بر حسب متر( با قانون 

می شود. در اینجا T تابعی از h است و دامنۀ این تابع بازۀ ]5610 ،0[ است.
) 5610 ، ارتفاع قلۀ دماوند بر حسب متر است(

T(0) 1چه چیزی را نشان می دهد؟
......................................................................................................................................................................................

2 در ارتفاع 1800 متری از سطح دریا، دما چند درجه است؟
......................................................................................................................................................................................
3 نمودار تابع T در زیر رسم شده است. با توجه به نمودار به سؤال های زیر پاسخ دهید. روی 

محور افقی  هر واحد را 100متر در نظر می گیریم.
الف( تابع T ، از درجۀ ................................ است.

ب( نمودار این تابع درچه نقطه ای محورافقی )ارتفاع( را قطع می کند؟ این نقطه چه چیزی را 
نشان می دهد؟

......................................................................................................................................................................................
− را بیابید. جواب این معادله چه چيزي را نشان مي‏دهد؟ =

h15 0
150

4 جواب معادلۀ 
......................................................................................................................................................................................

5 از مقایسه )3( و )4( چه نتیجه ای می گیرید؟
......................................................................................................................................................................................

فعالیت )5(
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نقطه h =2250 قطع می کند؛  را در  افقی  T، محور  تابع  نمودار  فعالیت )5( دیدیم که  در 
یعنی دما، در ارتفاع 2250 متری از سطح دریا، صفر درجۀ سانتیگراد است. همچنین دیدیم، 
تابع نمودار  برخورد  نقطۀ  طول  است  کافی   ،  − =

h15 0
150

معادلۀ  جواب  کردن  پیدا  برای 

با محور افقی را بیابیم. ( ( h
T h = −15

150
در حالت کلی  برای حل معادلۀ ax    +b =0 می توان نمودار تابع f(x) =ax   +b را رسم کرد. طول 

محل برخورد نمودار این تابع با محور xها همان جواب معادلۀax   +b =0 است. 
 f(x)     =ax2+bx +c می توان نمودار تابع ax2+bx +c =0 همچنین، براي حل معادلۀ درجۀ دوم
همان  وجود(  )درصورت  x ها  محور  با  تابع  این  نمودار  برخورد  رسمك رد. طول محل هاي  را 

جواب های معادلۀ درجۀ دوم هستند. 
معادله ها  همۀ  حل  برای  می توان  روش  این  از   
استفاده کرد. هر معادله ای را می توان به شکل کلی 
f(x) =0 نوشت که در آن f تابعی با دامنۀ مشخص 
نمودار  برخورد  محل های   ، f نمودار  رسم  با  است. 
معادلۀ  جواب های  وجود(  )درصورت  xها  محور  با 
f(x) =0 هستند. در شکل روبه رو، نقاط x  2  ، x  1 و 
 f هستند. اگر نمودار f(x) =0 جواب های معادلۀ x  3
محور xها را قطع نکند، به این معناست که معادلۀ 

f(x) =0 جواب ندارد.

x1 x2 x3
x

y

f

مثال 6 

x

f

y

معادلۀ x 2 + 2x - 2 = 0- را به کمک رسم 
نمودار حل کنید.

را   f  (x) = -x  2 + 2x - 2 تابع  نمودار  روبه رو  شکل 
نشان می دهد. این نمودار محور طول ها را قطع 

نمی کند. پس معادلۀ بالا جواب ندارد.
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آب از بالای آبشاری که ارتفاع آن180 متر است، به رودخانه می ریزد. تابع h(t) = -5t 2 +180  ارتفاع 
یک قطرۀ آب )بر حسب متر( از سطح رودخانه را بعد از t ثانیه از جدا شدن از بالای آبشار نشان می دهد.‬

1 ارتفاع یک قطره آب از سطح رودخانه بعد از 2 ثانیه، چقدر است؟
 ......................................................................................................................................................................................

مثال 7 

کار در کلاس5

نمودار  رسم  کمک  به  را   x3-x2-x   +1=0 معادلۀ
حل کنید.

نمودار تابعy =x3-x2-x   +1 را به کمک جئوجبرا رسم 
میک نیم )شکل روبه رو(.

این نمودار، محور طول ها را در نقاط 1± قطع میک ند، 
پس جواب های آن معادله، 1± هستند.
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  دامنۀ  و   h(t) قانون  با  تابع  نمودار   2
آورده شده است. )زمان را روی محور افقی 
واحد  عمودی، هر  محور  روی  را  ارتفاع  و 
10متر، در نظر بگیرید.( نمودار این تابع در 
چه نقطه هایی محور x ها را قطع میک ند؟ این 

نقطه ها چه چیزی را نشان می‮دهند؟
..................................................................................

چه   -5t2+180=0 معادلۀ جواب های   3
شرایط  در  جواب  کدام  هستند؟  مقادیری 
خود  دلیل  نیست؟  قبول  قابل  مسئله  این 

را بیان کنید. 
..................................................................................
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ارتفاع قطره آب از سطح رودخانه را   h(t) را طوری تعیین کنید که قانون h تابع 4 دامنۀ 
مشخص کند.

.....................................................................................................................................................................................
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2 شکل زیر نمودار خط به معادلۀ y = ax + 2 است.
با استفاده از شکل a را پیدا کنید.

مسائل
1 اگر نمودار تابع f به شکل زیر باشد، کدام گزینه جواب های معادلۀf(x) =0 است.
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الف( 2 و 2ـ و 1ـ           ب( 1 و 1ـ و 0/8

پ( 2 و 0/8 و 1ـ              ت( معادله جواب ندارد.

x

y

− 1

3 معادلات زير را به کمک رسم نمودار با استفاده از جئوجبرا حلك نيد.
x3 - 3x2 + 3x - 1 = 0 )ث                x2+5x    +6=0 )3                 پx   -6=0  )الف

x3 - 3x - 2 = 0 )ج              x3-x2=4x    +1 )3-              تx2-2x =16 )ب

زمان  از  تابعی  متر(  )بر حسب  زمین  از سطح  آن  ارتفاع  پرتاب می کنیم.  هوا  به  را  توپی   4
)بر حسب ثانیه( است. اگر ارتفاع توپ را با h و زمان را با t نشان دهیم برای یک پرتاب خاص، 

قانون این تابع به صورت h(t) =-5t2+20t است. دامنه تابع ]4 ,0[ است.

در چه زمان هايي ارتفاع این توپ 2 متر است؟ چند جواب به دست می آید؟چرا؟
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کاربرد تابع ها در حل نامعادله ها

این مؤسسه ایتام و کودکان بی سرپرست فعالیت می کند.  به  با هدف کمک   یک مؤسسة خیریه 
 به طور فصلی نمایشگاهی از دست ساز ها، برگزار می کند و درآمد حاصل از فروش آنها، را صرف 

این کودکان می کند.
در نمایشگاه سال قبل، درآمد حاصل از فروش یک نوع دست ساز، 8 میلیون تومان بوده است.

هیئت مدیرة مؤسسه تصمیم گرفته است که در سال جاری، درآمد حاصل را به بیش از 8 میلیون 
تومان برساند. بر اساس اطلاعات اقتصادی، رابطة بین قیمت این کالا و میزان کالای فروخته شده 
به صورت x=80000-200p است که در آن p قیمت کالا )بر حسب هزار تومان( و x تعداد کالای 

فروخته شده است.
آنها تصمیم دارند قيمت كالا را طوری تنظیم کنند تا درآمد حاصل از فروش به بیش از 8 میلیون 

تومان برسد. با انجام فعالیت زیر می توانیم مدلی برای پاسخ گویی به این مسئله بسازيم.

1 درآمد حاصل از فروش x کالا با قیمت  p را با R نشان دهید و معادل ةدرآمد را تشکیل دهید.

......................................................................................................................................................................................
2 رابط ةبین قیمت کالا و میزان کالای فروخته شده به صورت x   = 80000-200p است. تابع 

درآمد را برحسب p بنویسید.
......................................................................................................................................................................................

3 چندجمله ای قانون تابع درآمد بر حسب p از درج ةچند است؟
......................................................................................................................................................................................
4 رابطه ای برای p بنويسيدك ه در آن، درآمد حاصل از فروش دست ساز ها، بيشتر از 8 میلیون 

تومان باشد.
......................................................................................................................................................................................

همان طور که در فعاليت بالا ديديد، هدف مؤسسه، پيداك ردن رابطه اي بین قیمت کالا و درآمد حاصل 
از فروش است تا با قیمت گذاری مناسب، درآمدی بیش از 8 میلیون تومان داشته باشد. مدل ریاضی 

این مسئله یک نامساوی است که با استفاده از آن می توان شرایط مطلوب مسئله را برقرار کرد.
این گونه نامساوی ها را نامعادله می نامند.

فعالیت )6(

گفتگو
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تعریف

کار در کلاس6

اعداد   c ,b ,a آنها  نامساوی هایی به صورت  ax2+bx   +c ≤0 یا ax2+bx   +c ≥0 را که در 
مشخصی هستند ) a    ≠0( نامعادلۀ درجۀ دوم می نامند. مقدارهایی از x که نامعادله را به یک 

نامساوی درست تبدیل می کنند، جواب های نامعادله می نامند.

مثال 8 
 توپی از بالای ساختمانی به ارتفاع 15 متر به هوا پرتاپ شده است. ارتفاع این توپ از سطح زمین، 
به عنوان تابعی از زمان )t بر حسب ثانیه( در یک پرتاب خاص با تابع h(t) =-5t2+12t  +15 بیان 
باید  آوریم،  به دست  است  متر   18 از  بیش  توپ  ارتفاع  که  را  زمان هایی  بخواهیم  اگر  است.  شده 
نامعادلۀ  5t2+12t   +15>18- را تشکیل دهیم که می توان آن را به صورت 5t2+12t   -3>0- نوشت. 

جواب های این نامعادله همان زمان هایی است که ارتفاع توپ بیش از 18 متر است. 

در یک شرکت سازندۀ تلفن همراه، رابطۀ بین قیمت فروش تلفن همراه )p(، )بر حسب صدهزار 
تومان( و تعداد تلفن همراه فروخته شده )x(، از رابطۀ p =15-0/25x به دست می آید.

1 مقدار x را بر حسب p بنویسید.
......................................................................................................................................................................................

2 درآمد حاصل از فروش تعداد x کالا ) )R)p ( را بر حسب p بنویسید.
......................................................................................................................................................................................
3 نامعادله ای بنویسید که نشان دهد برای چه مقدارهای p، درآمد حاصل از فروش، بیشتر از 

400 ميليون است.
......................................................................................................................................................................................

همان طور که مشاهده می کنید مدل ریاضی برخی از مسائلی که با آن روبه رو می شویم به صورت 
نامعادله است و برای حل مسئله لازم است نامعادله را حل کنیم. در بخش قبل دیدیم که محل های 
برخورد نمودار تابع (x)f= y با محور طول ها )در صورت وجود(، جواب‮هاي معادله f )x( =0 هستند. 

يعني براي حل معادله f )x( =0 ،می توانیم از نمودار تابع fك م كبگیريم. 
فعاليت صفحۀ بعد نشان می دهد برای حل نامعادله ها نیز می توان از نمودار تابع ها استفاده کرد.
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 در نظر بگيريد. نمودار آن در زير رسم شده است. تابعf(x) =x2-7x+10 را با دامنۀ 

1 طول نقاط محل برخورد نمودار تابع با محور x ها ، چه چيزي را نشان مي دهند؟
......................................................................................................................................................................................

2 با استفاده از نمودار، جواب های معادلۀ f(x) =0 را به دست آورید.
......................................................................................................................................................................................

3 آن قسمت از نمودار تابع را که بالای محور x  ها قرار گرفته است، رنگي)پر رنگ( كنيد. و 
جمله زیر را کامل کنید: 

عرض نقاط رنگیک)وچک تر از صفر  / بزرگ تر از صفر( است. 
4 به ازای چه مقادیری از دامنه، مقدار تابع مثبت است؟ این مقادیر از دامنه را به صورت بازه 

نمایش دهید.
......................................................................................................................................................................................

5 مجموعۀ جواب های نامعادلۀ x 2-7x+10>0 با مجموعه به دست آمده در )4( چه رابطه ای 
دارد؟ توضیح دهید.

......................................................................................................................................................................................

6 آن قسمت از نمودار تابع را که پایین محور x ها قرار گرفته است با رنگ دیگری مشخص كنيد.

......................................................................................................................................................................................
7 به ازای چه مقادیری از دامنه، مقدار تابع منفی است؟ این قسمت از دامنه را با استفاده از 

بازه ها بنویسید.
......................................................................................................................................................................................

 )7( در  آمده  دست  به  مجموعۀ  همان   x 2-7x   +10<0 نامعادلۀ جواب های  مجموعۀ  آیا   8
است؟ توضیح دهید.

......................................................................................................................................................................................

فعالیت 7

-2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8 9

-2

-1

0

1

2

3

x

y



58

همان طور که در فعالیت )7( می بینید، برای xهایی که نمودار تابع بالای محور xهاست، داریم f(x)>0؛‌ 
پس مجموعۀ این xها دقیقاً همان مجموعۀ جواب های نامعادلۀ f(x)>0 است. به طور مشابه، برایx   هایی 
که نمودار تابع، پایین محورxها است مقدار f(x) منفی است و f(x) <0  . پس مجموعۀ این xها دقیقاً 
همان مجموعه جواب های نامعادلۀ f(x) <0 است. نمودار تابع  f(x) =x2-7x +10 محور x ها را 
در نقاطی به طول 2 و 5 قطع می کند. نمودار این تابع در بازۀ )5 ,2( زیر محور xها است 
و این بازه دقیقاً همان مجموعۀ جواب های نامعادلۀ x 2-7x+10<0 است. همچنین، نمودار 
(2, ∞-) بالای محور xها است و این مجموعه دقیقاً همان مجموعه  این تابع، در مجموعۀ (∞+, 5)

جواب های نامعادلۀ x 2-7x+10>0 است.
در حالت کلی برای حل نامعادل ةf(x)>0 که f یک تابع است، ابتدا نمودار تابع )y  =f(x را رسم می کنیم. 
سپس، آن قسمت از نمودار تابع را که بالای محور xها است مشخص می کنیم. آن xهایی از دامنۀ f که 

به ازای آنها، نمودار تابع بالای محور xها است مجموعۀ جواب های نامعادلۀ f(x)>0 است. 
به طور مشابه، برای حل نامعادل ةf(x) <0 ، ابتدا نمودار تابع )y   =f(x را رسم می کنیم. سپس، آن قسمت 
از نمودار تابع را که پایین محور xها است را مشخص می کنیم. آن xهایی از دامنۀ f که به ازای آنها نمودار 

تابع، پایین محور xها است مجموعۀ جواب های نامعادله   f(x) <0   می باشد.
بر مجموعۀ جواب های  ( علاوه   f(x) ≤0 یا(  f(x) ≥0 به صورت نامعادله های  مجموعۀ جواب های 

نامعادلۀ x( <0(f یا 0<)f)x، طول نقاط برخورد نمودار تابع با محور xها را هم شامل می شود.

مثال 9  
 نامعادلۀ 2x  -1>4-x را با رسم نمودار حل کنید.

ابتدا بـا انتقال جملات به یک طرف، نامعادله را به شکل 3x   -5>0 می نویسیم. سپس، نمودار تابع 
 است رسم می کنیم. f(x) =3x   -5 را که دامنۀ آن 
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کار در کلاس7

( بالای محورxها  5
3
، محورxها را قطع می کند و در بازۀ )∞+,

 
=x

5
3  

این خط در نقطه ای به طول

.) 5
3
است. پس، مجموعۀ جواب های نامعادلۀ 3x  -5  >0 عبارت است از )∞+,

مثال 10 

 نامعادلة5t2+12t +5  ≥2- را حل کنید.

ابتدا نامعادله را به صورت5t2+12t +3  ≥0- می نویسیم. سپس، نمودار تابع f(t) =-5t2+12t   +3 را که 
 است به کمک جئوجبرا رسم می کنیم. دامنه آن 

جئوجبرا، محل تقریبی برخورد نمودار این تابع با محور x ها را در نقاط به طول تقریبی 0/23- و 2/63 
نشان می دهد. در بازۀ بین این نقاط نمودار تابع بالای محور x ها است، پس مجموعۀ جواب این نامعادله، 

بازۀ]2/63, 0/23-[  است.

مستطیل هایی را در نظر بگیرید که طول آنها 8 سانتی متر بیشتر از عرض آنها است. عرض این 
مستطیل ها چه مقادیری باید داشته باشند تا مساحت آنها از 25 سانتی متر مربع کمتر باشد.
......................................................................................................................................................................................
......................................................................................................................................................................................
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نامعادلۀ  مورد، مجموعۀ جواب های  است. در هر  تابع رسم شده  نمودارهای چهار  زیر  1 در 
f(x)   ≥0 را  مشخصك نيد.

ب الف

مسائل

پ

2 نامعادله های زير را حلك نيد.
               -x2+4x  +3  ≥ -2 )3               پx2-5x  -1>0 )2           بx  -3<0 )الف

3 پرتابه ای به طورعمودی به هوا پرتاب مي شود. ارتفاع این پرتابه از سطح دريا )برحسب متر(
به صورت تابعي از زمان)برحسب ثانيه( با رابطۀ h(t) =-5t2+100t داده شده است. مشخص 

كنيد در چه بازۀ زماني، ارتفاع این پرتابه بيش از 200 مترخواهد بود.
......................................................................................................................................................................................

4 مقدار x را طوري بيابيدك ه اندازۀ محيط مثلث از اندازۀ مساحت مربع کمتر باشد.

5 علی به تازگيك كي ارگاه توليد قطعاتي دكي راه اندازيك رده است. درآمد حاصل از فروش 
مي آید.  به دست   R(p)  =   -100p2+50000p قانون  از  تومان(  )برحسب   p قيمت  به  كالا 

به ازای چه مقادیری برای p، میزان درآمد شرکت بیش از 10,000,000 است؟
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هدایت غریزی زنبور عسل: مهندس طبیعت

از طرّاحی و استحکام است. ساختار کندو به گونه ای است که  بارزی  کندوی زنبور عسل نمونۀ 
بیشترین فضا برای جمع آوری شیره را دارا می باشد. محاسبات ریاضی دانان نشان داده است که 
از  الهام  با  زنبورها  این ویژگی است.  به  برای دستیابی  شش ضلعی مناسب ترین شکل هندسی 
وحی الهی، قوانین هندسی را رعایت نموده و پناهگاهی امَن برای خود طراحی می کنند. یافته های 
انسان از دیرباز از به کارگیری و مدل سازی پدیده های خلقت حکایت دارد. امروزه ساختار کندوی 
بافتی  از  است. همچنین  استحکام  با  و در عین حال  الگوی آجرهای کم وزن  الهام بخش  عسل، 
مشابه شانه عسل در ساخت لاستیک های مخصوص زمستان یا تختۀ اسنوبورد استفاده می شود.

خداوند متعال این حقیقت علمی را این چنین به زنبور عسل الهام فرموده است:
و پروردگار تو به زنبور عسل الهام کرد: از کوه ها، درخت ها و بناها خانه هایی برای خود برگیر؛ 
سپس از تمام ثمرات )و شیرۀ گل ها( بخور و راه های پروردگارت را به اطاعت بپیما. آنگاه از درون 
آنها، شربتی رنگارنگ خارج می شود که در آن، شفا و درمان برای مردم است. به راستی در این امر، 

برای مردم اندیشمند نشانه ای است.
سورۀ نحل آیات 68 و 69

زندگی  ابعاد  دیگر  و  زنبورها  مسیر حرکت  در  موجود  ریاضی  الگوهای  دربارۀ  بسیاری  تحقیقات 
آنها انجام شده است. ساده ترین رابطۀ ریاضی که می توان مشاهده کرد، رابطۀ بین تعداد حجره 

حلقه های  شماره  با  ضلعی ها(  )شش  سلول ها  یا 
دور یک سلول است که با یک تابع چند جمله ای از 
درجۀ 2 نمایش داده می شود. اگر n شماره حلقه 
به  که  است  تابعی   ( (Q n n n= − +23 3 1 باشد، 

کمک آن می توان تعداد حجره ها را پیدا کرد.

خواندنی



62



63

آنها لازم است مفهوم زاویه ها را  تبیین ریاضی  برای  حرکات چرخشی در طبیعت بسیار رخ می دهند و 
گسترش دهیم و نسبت های مثلثاتی را برای آنها تعریف کنیم.

22/44°

5/14°

6/68°

23/45

پودمان سوم  

زاویه های دلخواه و نسبت های مثلثاتی آنها

https://www.roshd.ir/211141-3
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زاویۀ چرخش

دیروز، مجید به همراه خانوادۀ خود به شهر بازی رفته بود. در آنجا چرخ و فلک بزرگی بود که مجید و بقیۀ 
جوان ترها سوار یکی از کابین های آن شدند. بقیه روی نیمکت نشستند و از پایین آنها را تماشا می کردند.‬‬
چرخ و فلک برای پیاده و سوار کردن افراد گاهی می ایستاد و سپس حرکت می کرد. پدر مجید که روی 
نیمکت نشسته بود آنها را گم کرد. او با تلفن همراه خود با مجید تماس گرفت تا بداند آنها کجا هستند. 
مجید نمی دانست چگونه موقعیت خود را بیان کند تا پدرش جای او را پیدا کند. او با خود فکر کرد که 

چگونه می توان موقعیت کابین های چرخ و فلک را توصیف کرد.
روز بعد، او این سؤال را در کلاس درس ریاضی مطرح کرد. دبیر از هنرجویان خواست تا در این مورد فکر 

کنند و نظر خود را بیان کنند.
آرمان گفت: به نظر من دانستن ارتفاع کابین از سطح زمین مهم است. ما می توانیم در هر لحظه با مشخص 

کردن ارتفاع کابین، موقعیت آن را مشخص کنیم.
سعید گفت: ولی من فکر نمی کنم فقط با داشتن ارتفاع کابین بتوان موقعیت آن را مشخص کرد، ممکن 
است کابین در سمت چپ یا راست چرخ و فلک باشد؛ یعنی، برخی کابین ها با اینکه ارتفاع یکسان دارند، 
جایشان متفاوت است. شاید بهتر باشد مسافت طی شدۀ کابین روی مسیر دایره ای را اندازه گیری کنیم. 

اگر مسافت طی شده از نقطۀ شروع معلوم باشد، موقعیت کابین هم مشخص می شود.
دبیر گفت: بله، با مشخص شدن مسافت طی شده، موقعیت کابین کاملًا مشخص می شود؛ مثلًا اگر شعاع 
دایرۀ چرخ و فلک 10 متر باشد و مسافت طی شده از نقطۀ شروع،10π متر باشد، معلوم می شود کابین 
به بالاترین نقطۀ خود رسیده است و اگر مسافت طی شده 20π متر باشد، معلوم می شود کابین یک دور 
کامل زده و به نقطۀ شروع برگشته است. ولی یافتن مسافت طی شده دشوار است. آیا راه ساده تری برای 
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توصیف موقعیت کابین می توان پیدا کرد؟
حمید گفت: فکر کنم اگر زاویۀ طی شده توسط کابین را بدانیم، می توانیم مسافت طی شده را بیابیم.

دبیر گفت: منظورت از زاویۀ طی شده چیست؟
حمید گفت: اگر اجازه دهید، شکل آن را روی تخته بکشم و از روی شکل توضیح دهم. 

O

A
B

 ) B می توانیم تصور کنیم چرخ و فلک همانند یک دایره و یک کابین آن مانند نقطه ای از این دایره )نقطۀ
است. اگر شعاع ثابتی را در نظر بگیریم که از مرکز دایره )نقطۀ O ( به نقطۀ شروع حرکت )نقطۀ A ( وصل 
شده باشد، زاویۀ بین دو شعاع OA و  OB را می توانیم زاویۀ طی شده، با حرکت از A به B در نظر بگیریم. 
در شروع حرکت، این دو شعاع بر هم منطبق اند و زاویۀ بین آنها را می توان صفر در نظر گرفت و رفته رفته 

با حرکت کابین، اندازۀ این زاویه بیشتر می شود.
دبیر گفت: خیلی خوب است. اندازه گیری این زاویه ساده تر از اندازه گیری مسافت طی شده است.)چرا؟(

آیا می توان مستقیماً از همین زاویه برای مشخص کردن موقعیت کابین استفاده کرد؟
سعید گفت: بله، دانستن اندازۀ زاویۀ طی شده برای مشخص کردن موقعیت کابین کافی است، فقط یک 
مشکل وجود دارد. بعد از آنکه کابین بیش از یک نیم دور بزند )بیش از 180 درجه(، زاویۀبین این دو شعاع 

چه معنایی دارد؟ )مانند شکل زیر(

دبیر گفت: زاویه هایی که با چرخش ایجاد می شوند، می توانند از 180 درجه هم بیشتر شوند و هر مقداری 
چرخش،  زاویۀ  کامل،  دور  یک  اندازۀ  به  چرخش  با  مثلًا  می نامند؛  چرخش  زاویۀ  را  زاویه ها  این  باشند. 

360    درجه خواهد بود. 

سطح زمین
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مجید گفت: وقتی چرخ و فلک یک دور زده است، باید بگوییم 360 درجه چرخیده ایم. اما، اگر چرخ و 
فلک دورهای بیشتری بزند، زاویۀ چرخش چقدر خواهد بود؟ 

حمید گفت: فکر کنم به ازای هر دور باید 360 درجه چرخش حساب کنیم؛ یعنی 2 دور چرخش برابر720 
درجه چرخش و اگر 10 دور زده باشیم باید بگوییم 3600 درجه چرخیده ایم. 

کرد،  حرکت  نیز  برعکس  جهت  در  فلک  و  چرخ  بار  چند  بودیم  فلک  و  چرخ  سوار  وقتی  گفت:  مجید 
زاویۀچرخش در جهت برعکس را چگونه حساب کنیم؟ آیا می توانیم اندازۀ زاویۀ چرخش در جهت برعکس 

را عددی منفی در نظر بگیریم؟
ما  و  است  طبیعی  بسیار  برعکس  جهت  در  چرخش  زاویۀ  اندازۀ  گرفتن  درنظر  منفی  بله،  گفت:  دبیر 
می توانیم زاویه های با مقدار منفی هم داشته باشیم. درست مثل محور اعداد که یک جهت را جهت مثبت 
و خلاف آن را جهت منفی در نظر گرفتیم، در اینجا نیز یک جهت چرخش را جهت مثبت و جهت خلاف 

آن را جهت منفی می نامند.
مجید گفت: چه جالب! اما کدام جهت را مثبت و کدام جهت را منفی در نظر بگیریم؟

دبیر گفت: انتخاب جهت چرخش مثبت یا منفی قراردادی است. طبق قرارداد، در یک صفحه، چرخش در 
جهت خلاف حرکت عقربه های ساعت را مثبت و چرخش درجهت موافق حرکت عقربه های ساعت را منفی 

در نظر می گیرند.

زاویه های با مقدار منفی را زاویۀ منفی می نامند و دو زاویه را که مقدار آنها قرینۀ یکدیگرند، دو زاویۀ 
قرینه می نامند؛ مثلًا دو زاویه با مقدارهای 450 و 450-   ، قرینۀ یکدیگرند.

 زاویه را می توان به عنوان چرخش یک نیم خط نسبت به یک نیم خط دیگر هم در نظر گرفت. در 
شکل های صفحه بعد، نیم خطOAثابت است و نیم خط OB حول نقطۀ O در حال چرخش در جهت 
مثبت است. در این شکل ها، مقدار زاویۀ چند چرخش خاص بر حسب درجه نشان داده شده است. 
توجه داشته باشید که زاویۀ چرخش یک مفهوم فقط هندسی نیست و در آن از مفهوم حرکت 

و جهت حرکت نیز استفاده می‮شود.‬

− 045

045
مثبت

منفی
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A
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B

O A
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B

O

0315

A
O

0180

0630 0380

AO

0120

B

AO

0240

B

B

B

اگر جهت چرخش، منفی )موافق حرکت عقربه های ساعت( باشد، مقدار زاویه های چرخش را به صورت 
منفی در نظر می گیریم؛ برای مثال در شکل های زیر، مقدار زاویه های چرخش )3( و )4( که در جهت 

منفی هستند، عددی منفی است.

090

− 090

0450

− 0270

وضعیت  دانستن  نیم خط،  دو  بین  چرخش  زاویۀ  شدن  مشخص  برای  که  باشید  داشته  توجه    
قرار گرفتن آن دو نیم خط کافی نیست و باید معلوم باشد کدام نیم خط در کدام جهت و چند دور 
چرخش کرده است؛ برای مثال در حالت های )1( و )2( و )4( وضعیت قرارگرفتن نیم خط ها مانند 

یکدیگر است، ولی هرکدام زاویه های چرخش متفاوتی دارند.
نقطه ای  دایره و روی آن  اگر یک  نیز می توان توصیف کرد.  دایره  را در یک  زاویۀ چرخش  مفهوم 

به عنوان مبدأ حرکت مانند  A در نظر بگیریم، با حرکت یک نقطه 
 O حول نقطۀ OB از این مبدأ )مانند شکل روبه رو(، شعاع B مانند
چرخش می کند و زاویه ای با شعاع OA می سازد. مقدار این زاویه را 
زاویۀ چرخش نقطۀ B از مبدأ A می نامند. پس هرگونه حرکت 
نقطۀ B روی دایره، یک زاویۀ چرخش را معین می کند و هر زاویۀ 

چرخشی، نقطه ای متناظر روی دایره خواهد داشت.

)1()2()3()4(

B

AO
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مثال 1
نقاط متناظر زاویه های 120 درجه و 50 ـ درجه و 220 درجه در شکل های زیر مشخص شده اند.

AO AO A
O

0220

0120

− 050

 A از نقطۀ دوچرخه سواری در یک مسیر دایره ای شکل، 
طبق شکل روبه رو، با سرعت ثابت شروع به حرکت می کند 
و چندین بار این دایره را دور می زند. او یک دور این دایره 

را در 3 دقیقه طی می کند.

O AC

B

1 این دایره را در چند دقیقه طی می کند؟ مکان او را روی دایرۀ بالا با یک 
4

1 دوچرخه سوار،
نقطه مشخص کنید.

دقیقه( به نقطۀ B رسیده باشد، زاویۀ بین دو شعاع  1
3

2 اگر دوچرخه سوار پس از 20 ثانیه )

OA وOB چند درجه است؟
..............................................................................................................................................................................

3 این دوچرخه سوار پس از 3 دقیقه و 20 ثانیه در چه نقطه ای از دایره قرار می گیرد؟
..............................................................................................................................................................................

4 اگر یک دوربین فیلم برداری از مرکز دایره به دوچرخه سوار نگاه کند، در هر دقیقه چند 
درجه چرخش می کند؟ 

..............................................................................................................................................................................
5 جدول زیر را تکمیل کنید. در هر زمان، مکان دوچرخه را روی شکل نشان دهید و وضعیت 

او را توصیف کنید.
..............................................................................................................................................................................

زمان حرکت دوچرخه بر حسب دقیقه1376/5542

زاویۀ چرخش دوربین

کار در کلاس1  
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مسائل
به  را  شده  داده  چرخش  زاویه های  شده اند.  رسم  چرخش  زاویۀ  چند  زیر  شکل های  در   1

شکل های صحیح آن وصل کنید.

2 در دایرۀ مقابل، نقطۀ A مبدأ در نظر گرفته 
شده است. نقاط متناظر زاویه های 50 و 145 و 
300 و 460 و 60  - و 180- درجه را روی این 

دایره نشان دهید.

0180 − 0240− 0120

− 0410
03400390

340°           180°        -410 °        -240°        -120°        390°

0180 − 0240− 0120

− 0410
03400390

3 وضعیت دو نیم خط که زاویۀ چرخش آنها صفر درجه است چگونه است؟

او  بار روی یک مسیر دایره ای شکل در جهت مثبت بدود، زاویۀ چرخش  4 اگر دونده ای 5 
نسبت به نقطۀ شروع چند درجه است؟

و   120 چرخش  زاویۀ  دو  متناظر  نقاط  کنید.  انتخاب  آن  روی  مبدأ  یک  و  دایره  یک   5
120-       درجه را روی آن بیابید. از لحاظ هندسی، این نقاط چه وضعیتی نسبت به هم دارند. دو 
زاویۀ قرینه دیگر مثال بزنید و وضعیت نقاط متناظر آنها نسبت به هم را توصیف کنید. آیا این 

وضعیت برای هر دو زاویه که قرینۀ هم باشند برقرار است؟

O A
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فعالیت 1

واحد اندازه گیری زاویه: رادیان

در مسئلۀ تعیین موقعیت کابین های یک چرخ و فلک، سعید پیشنهاد کرده بود که مسافت طی شده توسط 
برای  یاد گرفت که میزان زاویۀ چرخش کابین  او  برده شود.  به  کار  برای شناختن موقعیت کابین  کابین 

دانستن موقعیت کابین کافی است،  ولی نکتۀ مهمی نظر او را جلب کرد.
سعید گفت: به نظر می رسد مسافت طی شده توسط کابین و زاویۀ چرخش آن، با هم رابطه دارند و با 

داشتن هر کدام می توان دیگری را حساب کرد. رابطۀ بین این دو کمیت را چگونه به دست آوریم؟
دبیر گفت: بله این دو کمیت، متناسب مستقیم هستند و فعالیت زیر می تواند رابطۀ بین این دو کمیت را 

مشخص کند.

آن  روی  و  بگیرید  نظر  در   r به شعاع  را  دایره ای 
نقطۀ A را به عنوان مبدأ در نظر بگیرید.

از مبدأ، در جهت مثبت، شروع به حرکت  1 اگر 
زاویۀ چرخش  کامل،  دور  یک  از طی  پس  کنیم، 

چند درجه است؟ مسافت طی شده چقدر است؟

گفتگو

فعالیت )1( نشان می دهد که زاویۀ چرخش یک نقطه از یک دایره و کمان طی شده1 توسط آن نقطه، 

L ، که D زاویۀ چرخش نقطه و L  طول کمان 
D

دو کمیت متناسب مستقیم هستند. بنابر این، نسبت 

طی شده آن نقطه است، مقداری ثابت است. در یک دایره به شعاعr ، چرخش به اندازۀ 360 درجه، 

2 به ازای هر یک درجه زاویه چرخش، مسافت طی شده چقدر است؟

L چقدر است؟
D

3 اگر D ، زاویۀ چرخش برحسب درجه و L ، مسافت طی شده باشد، نسبت 

 D را برحسب L بیان کند و رابطه ای بنویسید که L را بر حسب D 4 رابطه ای بنویسید که
بیان کند.

O A

1ـ مسیر حرکت روی یک دایره، کمانی از آن دایره است و مسیر طی شده را کمان طی شده می نامند.
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تعریف

R

r

L

= )رادیان( L
R

r
 

. بنابراین، می توانیم بنویسیم:  π=L r
D

2
360

معادل کل محیط دایره، یعنیπr 2 است، پس 

                                                            
L L

D D
r r

π=         = ×
π

180
180

L    و     L
D D

r r
π=         = ×

π
180

180
 

اندازۀ  از  L )نسبت طول کمان طی شده به شعاع دایره( مضربی 
r

این تساوی ها نشان می دهند که 
زاویه است.

L را به عنوان واحد دیگری 
r

، زاویۀ چرخش کاملًا معین است. بنابراین، می توان  L
r

 با مشخص بودن

برای اندازه گیری زاویه در نظر گرفت. این واحد اندازه گیری را رادیان می نامند.

اگر نقطه ای از یک دایره به شعاع r، کمانی به طول 
L را اندازۀ 

r
L را در جهت مثبت طی کند، مقدار 

زاویه چرخش آن نقطه، بر حسب رادیان می نامند. 

زاویه  را مقدار آن   − L
r

زاویه های منفی،   برای 

بر حسب رادیان می نامند.

دایره ای که شعاع آن 1 واحد است، دایرۀ واحد نامیده می شود. در دایرۀ واحد، طول کمان طی شده، 
همان اندازۀ زاویۀ چرخش بر حسب واحد رادیان است. در تساوی های زیر:

L L
D D

r r
π=           = ×

π
180

180
     و    

L L
D D

r r
π=           = ×

π
180

180
 

همان اندازۀ زاویه بر حسب رادیان است. اگر اندازۀ یک زاویه برحسب رادیان را با R و اندازۀ آن  L
r زاویه بر حسب درجه را با  D نشان دهیم، این تساوی ها به صورت زیر در می آیند.  

  =
π

D R
180

  
  و

 
, π  =    =

π
D R R D

180
180

 و ضریب تبدیل درجه به رادیان 
π

180 این تساوی ها نشان می دهند، ضریب تبدیل رادیان به درجه 
,است. π  =    =

π
D R R D

180
180
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مثال 2
180 درجه معادل چند رادیان است؟ 

راه حل اول: چرخش به اندازۀ 180 درجه، معادل پیمودن نصف محیط دایره با شعاع واحد )دایرۀ 
واحد( است که برابر π واحد است. پس 180 درجه، معادل π رادیان یعنی تقریباً 3/14 رادیان است.

راه حل دوم: با استفاده از رابطۀ بین واحد رادیان و درجه داریم:
	

/R D
π π

= × = × = π ≈180 3 14
180 180

مثال 3
1 رادیان، چند درجه است؟ 

با استفاده از رابطۀ بین واحدهای درجه و رادیان داریم:

/
/

= × = × ≈ ≈
π π

D R
180 180 1801 57 3

3 14
یعنی، 1 رادیان تقریباً معادل 57 درجه است.

مثال 4
1 درجه معادل چند رادیان است؟

با استفاده از رابطۀ بین واحدهای درجه و رادیان داریم:
/ /R

π
= × ≈ ≈

3 141 0 017
180 180

پس، هر درجه، تقریباً معادل 0/017 رادیان است.

حالا که دو واحد متفاوت برای اندازه گیری زاویه ها در اختیار داریم باید در بیان اندازۀ زاویه ها، واحدِ 
به کار رفته ذکر شود؛ مثلًا زاویه40 درجه و زاویۀ 40 رادیان، دو زاویۀ متفاوت هستند. 40 رادیان برابر 
× درجه، یعنی تقریباً 2292 درجه است. همچنین π رادیان با π درجه متفاوت است؛ زیرا 

π
18040

π  رادیان معادل 180 درجه است و π درجه تقریباً 3/14 درجه است. 
معمولاً در زاویه هایی که برحسب رادیان بیان می شوند، نماد π به کار می رود؛ مثلًا زاویه 30 درجه 
π رادیان است. به همین دلیل در بیان اندازۀ یک زاویه، اگر نماد π در آن باشد، 

6
برحسب رادیان، 

منظور آن است که واحد زاویه، رادیان است؛ ‌مگر آنکه صریحاً گفته شود که واحد زاویه درجه است.
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کار در کلاس2 

مثال 5 

π5 رادیان که معادل 150 
6

π5 یعنی 
6

π رادیان که معادل 90 درجه است. زاویۀ 
2

π یعنی 
2

زاویۀ 

درجه است. زیرا:

π π
× = × =

π π
180 90 150

2 6       
π      و π

× = × =
π π

180 5 18090 150
2 6

1 زاویه های 30 و 45 و 60 و 90 درجه را بر حسب رادیان بنویسید.
.........................................................................................................................................................................
.........................................................................................................................................................................

2 در جدول زیر تعدادی زاویه بر حسب درجه و رادیان داده شده است. معادل آنها را بر حسب 
واحد دیگر بیابید و جدول را کامل کنید.

درجه3600-27055

− π15
4

π11
3

رادیان

 .........................................................................................................................................................................
.........................................................................................................................................................................
.........................................................................................................................................................................

π را روی دایره 
6

 , − π5
6

 , π , -π , π3
2

 , π
2

 , 2π , −π
3

 , 0 , π7
3

3 نقاط متناظر زاویه های 
زیر )بدون تبدیل به درجه( مشخص کنید.
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4 در شکل زیر یک شش ضلعی منتظم را داخل دایره رسم کرده ایم به گونه ای که یکی از 
.)A رأس های آن روی نقطۀ متناظر زاویۀ صفر است )نقطۀ

 الف( بقیه رئوس این چندضلعی، متناظر چه زاویه هایی )بر حسب درجه( هستند؟ 
.........................................................................................................................................................................

 A ب( اگر شش ضلعی بالا به اندازۀ 30 درجه در جهت مثبت دوران کند به طوری که رأس A به́ 
انتقال یابد، رئوس این چندضلعی جدید متناظر چه زاویه هایی هستند؟

.........................................................................................................................................................................

.........................................................................................................................................................................

A

AD

BC

FE

A′

خواندنی
به 90  را  راست  زاویۀ  اگر  است.  قراردادی  واحد  یک  زاویه ها،  اندازه گیری  برای  درجه  واحد 
قسمت مساوی تقسیم کنیم، هر قسمت را 1 درجه می‮نامند. شاید این سؤال پیش بیاید که 
چرا به 100 قسمت مساوی تقسیم نکنیم؟ البته این کار را می کنند و با تقسیم زاویۀ راست به 
100 قسمت مساوی، هر قسمت را 1 گراد می نامند که واحد دیگری برای اندازه گیری زاویه 
است؛ اما طول کمان طی شده در دایرۀ واحد، مقداری طبیعی وابسته به زاویه است و به همین 
دلیل واحد مناسب تری است و در جایی که به رابطۀ بین طول کمان دایره و زاویۀ کمان نیاز 

داریم با این واحد جدید رابطۀ بهتری به دست می آید.‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬
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1 زاویه های 15، 190، 530 ، و 1000- درجه را بر حسب رادیان بنویسید.

− را بر حسب درجه بنویسید. π14
5

 , − π8
3

 , π4
3

 , π
7

2 زاویه های 

زاویۀ  دهید  توضیح  شود،  منطبق  خود  اول  حالت  روی  از چرخش  بعد  نیم خط  یک  اگر   3
چرخش آن بر حسب رادیان چه مقادیری می تواند باشد؟

4 در یک دایره به شعاع r، اگر زاویۀ یک کمان بر حسب رادیان، 
θ باشد، طول این کمان  برحسب r و θ چقدر است؟

r

L

θ

5 در یک چرخ و فلک به شعاع 10 متر، اگر یک کابین نسبت به 
حالت اولیۀ خود، به اندازۀ 1 رادیان چرخیده باشد، چه مسافتی 

زاویۀ چرخش کابین  باشد،  اگر مسافت طی شده توسط کابین 70 متر  را طی کرده است؟ 
برحسب رادیان و درجه چقدر است؟

مسائل

پرۀ نشانه

این چرخ  است.  متر   0/5 یک چرخ،  پره های  6 طول 
مثبت  با  می چرخانیم.  لغزش  بدون  زمین  روی  را 

درنظرگرفتن جهت چرخش،
الف(    پس از طی 100 متر مسافت، زاویۀ چرخش پرۀ 
نشانه نسبت به حالت اولیه اش )برحسب درجه و رادیان( 

چقدر است؟
ب( اگر یکی از پره ها 3000 درجه چرخش کرده باشد، 

چرخ چند متر طی کرده است؟
پ( تحقیق کنید که کیلومترشمار ماشین، مسافت طی 

شده را چگونه نشان می دهد؟



76

نسبت های مثلثاتی زاویه های دلخواه

با یادگیری مفهوم زاویۀ چرخش، برای مونا سؤالی پیش آمد. 
مونا گفت: سال گذشته، نسبت های مثلثاتی زاویه های تند به کمک مثلث های قائم الزاویه تعریف شدند. 
آیا نسبت های مثلثاتی سینوس، کسینوس و تانژانت زاویه های دلخواه هم قابل تعریف هستند؟ برای زاویۀ 
باز که نمی توان مثلث قائم الزاویه رسم کرد، در این حالت، نسبت های مثلثاتی زاویه های باز چگونه قابل 

تعریف است و چه معنایی خواهند داشت؟

آیا می توانید بین نسبت های مثلثاتی زاویۀ تند α و مختصات نقطۀ متناظر آن )A(، رابطه ای بیابید؟
مونا گفت: با توجه به مثلث های قائم الزاویه ای که در شکل دیده می شوند، طول نقطۀ A همان cos α و عرض 

نقطۀ A همان sin α است.
دبیر گفت: حال فرض کنید به جای ربع دایرۀ واحد، یک نیم دایرۀ واحد داشته باشیم. اگر نقطۀ A حرکت 
 A و مختصات نقطۀ α کند و از ربع اول دایره به ربع دوم برود، چه اتفاقی برای نسبت های مثلثاتی زاویۀ

می افتد؟‬

A

دبیر گفت: سال گذشته، تعبیر نسبت های مثلثاتی زاویه های 
از طریق تعبیر  تند را در یک ربع دایره بررسی کردیم. شاید 
نسبت های مثلثاتی در یک ربع دایره، بتوانید برای این پرسش 
جوابی بیابید. بهتر است مجدداً مفهوم نسبت های مثلثاتی زاویه 
تند را در یک ربع دایره بررسی کنید. در صفحۀ مختصات، یک 
ربع دایرۀ  واحد مانند شکل روبه رو رسم کنید و روی آن نقطۀ 

A و زاویۀ تند α را در نظر بگیرید.

A

a

a

A
A A

A

سارا گفت: تا زمانی که در ربع اول دایره هستیم، کسینوس و سینوس زاویۀ α به ترتیب، همان طول و 
باز، هنوز  زاویه های  مثلثاتی  برای نسبت های  ربع دوم می شویم،  وارد  اما، وقتی  A هستند.  نقطۀ  عرض 

گفتگو

از آنجا که کسینوس یک زاویه، طول نقطۀ متناظر آن زاویه و سینوس یک زاویه، عرض نقطه 
متناظر آن زاویه است، محور افقی را محور کسینوس ها و محور عمودی را محور سینوس ها 

می نامند. در این حالت در شکل بالا، دایرۀ واحد به مرکز مبدأ مختصات را دایرۀ مثلثاتی 

 مبدأ اندازه گیری زاویه ها است.    
 

1
0

می نامند و نقطۀ
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را  زاویه ها  این  متناظر  نقاط  ولی مختصات  نداریم،  تعریفی 
تند  زاویه های  همانند  می شود  آیا  کنیم.  می توانیم حساب 
در ربع اول، مختصات نقاط متناظر زاویه های باز را به عنوان 

کسینوس و سینوس این زاویه ها تعریف کنیم؟
مونا گفت: ولی طول نقاط متناظر زاویه های باز، منفی است. 

آیا کسینوس یک زاویه می تواند منفی باشد؟
ریاضی دان ها،  و  است  بله، حدس سارا درست  گفت:  دبیر 

مبدأ  مرکز  به  واحد  دایرۀ  مختصات،  صفحۀ  در 
به   A نقطۀ  می گیریم.  نظر  در  را  مختصات 

اندازه گیری  برای  مبدأ  به عنوان  را       
 

1
0

مختصات

زاویه در نظر می گیریم. اگر B نقطۀ متناظر زاویه 

چرخش θ باشد، طول B را cosθ و عرض B را 

sinθ می نامند.

سینوس و کسینوس زاویه های باز را به همین شکل تعریف می کنند و منفی شدن سینوس یا کسینوس 
زاویه ها مشکلی ندارد.

مونا گفت: آیا برای بقیۀ زاویه های چرخش هم می توان همین تعریف را به کار برد؟
معلم گفت: بله، برای هر زاویۀ چرخش در دایره واحد،‌ طول نقطۀ متناظر آن را کسینوس آن زاویه و عرض 

آن را سینوس آن زاویه، تعریف می کنند.

از آنجا که کسینوس یک زاویه، طول نقطۀ متناظر آن زاویه و سینوس یک زاویه، عرض نقطه 
متناظر آن زاویه است، محور افقی را محور کسینوس ها و محور عمودی را محور سینوس ها 

می نامند. در این حالت در شکل بالا، دایرۀ واحد به مرکز مبدأ مختصات را دایرۀ مثلثاتی 

 مبدأ اندازه گیری زاویه ها است.    
 

1
0

می نامند و نقطۀ

θ
sinθ

cosθ

A

B

تعریف
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مثال 6
برای زاویه های خاص 0، 90، 180 و 270 درجه که به ترتیب نقاط متناظر آنها دارای مختصات

 هستند، نتیجه می شود: 
 − 

0
1

− و  
 
 

1
0

 ,   
 

0
1

 ,   
 

1
0

 

π3 رادیان
2

π رادیان °180یا π رادیان °270یا 
2

θ°0°90 یا 
              نسبت مثلثاتی 

-1010sinθ

101cosθـ0

به دست  قائم الزاویه  مثلث های  رسم  با  را  تند  زاویه های  مثلثاتی  نسبت های  گذشته،  پرسید: سال  مونا 
می‮آوردیم. اما، نسبت های مثلثاتی زاویه های باز را چگونه حساب کنیم؟‬‬‬‬‬‬‬‬‬

دبیر گفت: با انجام فعالیت زیر می توانید سینوس و کسینوس زاویه های باز را حساب کنید. ربع اول

گفتگو

معمولاً دایره مثلثاتی را به چهار قسمت تقسیم می کنند و طبق 
شکل مقابل این چهار قسمت را ربع های اول، دوم، سوم و چهارم 

دایره مثلثاتی می نامند.

1 فرض کنید θ یک زاویۀ تند بر حسب رادیان باشد، π-θ فعالیت 2
چه نوع زاویه ای است؟

 π- θ و θ 2 با رسم شکل، وضعیت نقاط متناظر دو زاویه
سینوس ها  محور  و  هم  به  نسبت  را  مثلثاتی  دایرۀ  روی 

مشخص کنید.
3 سینوس این دو زاویه چه رابطه ای با هم دارند؟

4 کسینوس این دو زاویه چه رابطه ای با هم دارند؟

ربع دومربع اول

ربع سوم ربع چهارم

مثال 7  

نقطۀ متناظر با زاویۀ 2/23 رادیان در کدام ربع قرار دارد؟

π/ و نقطۀ متناظر این زاویه 
< < π2 232 / و π ≈ 3/14، داریم:  /π

≈ =
3 14 1 572 2

با توجه به آنکه 
در ربع دوم است.
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نکته

برای هر زاویۀ تند θ )برحسب رادیان(، زاویۀ π- θ باز است و نقاط متناظر آنها روی دایرۀ 
مثلثاتی نسبت به محور سینوس ها قرینه یکدیگرند. بنابر این:

cos)π- θ( = - cos θ  ,   sin)π- θ( = sin θ

البته این تساوی ها برای هر زاویۀ دلخواه θ نیز برقرارند. به کمک این تساوی ها، می توانید سینوس و 
کسینوس زاویه های باز را حساب کنید.

توجه داشته باشید که در محاسبات با زاویه ها، همواره از یک واحد استفاده کنید؛ یا همۀ زاویه ها باید 
برحسب درجه باشند، یا همۀ زاویه ها باید بر حسب رادیان باشند.

مثال 8
سینوس و کسینوس زاویۀ 150 درجه را حساب کنید.

این زاویه باز به صورت °30 - °180 = °150  است، پس
	

sin 150°= sin)180°-30°( = sin 30° = 1
2 	

cos 150°= cos)180°-30°( = -cos 30° =− 3
2

مثال 9

π3 را حساب کنید.
4

سینوس و کسینوس زاویه 

π . پس نقطۀ  π
= π−

3
4 4

این زاویه، یک زاویۀ باز است و نقطۀ متناظر آن در ربع دوم قرار دارد و داریم 

π نسبت به محور عمودی )محور سینوس ها( است. بنابراین:
4

متناظر با این زاویه، قرینۀ نقطه متناظر با زاویۀ 
	

sin sin( ) sinπ π π
= π− = =

3 2
4 4 4 2

	
cos cos( ) cosπ π π

= π− = − = −
3 2
4 4 4 2

π
4

π3
4
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نکته

کار در کلاس3

برای محاسبۀ سینوس و کسینوس زاویه های دیگر نیز می توان تساوی های مشابهی را به دست آورد. 

نقطه  باشد،  مثلثاتی  دایرۀ  اول  ربع  در  زاویه ای   θ اگر   1
متناظر زاویۀ π+θ در کدام ربع قرار دارد؟ 

..................................................................................................................
2 وضعیت نقاط متناظر زاویه های θ و π+θ نسبت به هم 

چگونه است؟
 ..................................................................................................................

3 طول و عرض این نقاط چه رابطه ای با هم دارند؟
..................................................................................................................

4 نسبت های مثلثاتی این دو زاویه چه رابطه ای با هم دارند؟
..................................................................................................................

از پاسخ به سؤال های بالا نتیجه می شود که برای یک زاویۀ تند مانند θ داریم: 
	

sin)π+θ( = - sin θ ,  cos)π+θ( = - cos θ

البته این تساوی ها برای هر زاویۀ دلخواه θ نیز برقرارند.

مثال 10

π7 را به دست آورید. 
6

سینوس و کسینوس زاویۀ 

، پس نقطۀ متناظر این زاویه در ربع سوم قرار دارد. بنابراین: π π
= π+

7
6 6

داریم: 

	
sin sin( ) sinπ π π

= π+ = − = −
7 1
6 6 6 2

cos cos( ) cosπ π π
= π+ = − = −

7 3
6 6 6 2

θ
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نکته

مثال 11
سینوس و کسینوس زاویۀ 240 درجه را حساب کنید.

داریم: °60 + °180 = °240، پس نقطۀ متناظر این زاویه در ربع سوم است.
	

sin 240°= sin)180°+60°( = -sin 60° =− 3
2

	
cos 240°= cos)180°+60°( = -cos 60° =− 1

2

مونا پرسید: سینوس و کسینوس زاویه های منفی را چگونه حساب کنیم؟
دبیر گفت: کافی است ببینیم نقاط متناظر زاویه های θ و θ- در یک دایره مثلثاتی، چه وضعیتی نسبت 

به هم دارند.

θ

−θ

از پاسخ به سؤال های بالا نتیجه می شود که برای یک زاویه تند cos  θ ،θ و )cos)-θ با هم 
مساوی اند ولی سینوس آنها قرینۀ یکدیگرند و داریم:

sin)-θ( = - sin θ  ,  cos)-θ( =  cos θ

البته این تساوی ها برای هر زاویۀ دلخواه θ نیز برقرارند.

گفتگو

1  اگر θ زاویه ای در ربع اول دایرۀ مثلثاتی باشد، کار در کلاس4
نقطۀ متناظر زاویه θ- در کدام ربع قرار دارد؟ 

2 وضعیت نقاط متناظر زاویه های θ و θ- نسبت به 
هم چگونه است؟ 

...................................................................................................
3 طول و عرض این نقاط چه رابطه ای با هم دارند؟
...................................................................................................

4 نسبت های مثلثاتی این دو زاویه چه رابطه ای با 
هم دارند؟

...................................................................................................
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مثال 12
سینوس و کسینوس زاویۀ 30ـ درجه را حساب کنید.

داریم:
    sin)-30°( = -sin 30° = - 1

2
  ,  cos)-30°( = cos 30° = 3

2
       

مثال 13
− را حساب کنید. داریم: π5

6
سینوس و کسینوس زاویۀ 

sin sin sin( ) sin− π π π π
= − = − π− = − = −

5 5 1
6 6 6 6 2

cos cos cos( ) cos− π π π π
= = π− = − = −

5 5 3
6 6 6 6 2 	

همچنین،                                  

کار در کلاس5

زاویه های  متناظر  نقاط  مقابل،  شکل  در   1
داده شده در جدول را روی دایرۀ مثلثاتی مشخص 

کنید، سپس جدول را کامل کنید.

2 اگر به یک زاویه مانند θ )بر حسب رادیان(، مضرب صحیحی از 2π را اضافه یا کم کنیم، 
نقطۀ متناظر زاویۀ جدید و θ چه وضعیتی نسبت به هم دارند؟

..............................................................................................................................................................................
3 با ذکر دلیل، نتیجه بگیرید اگر به زاویه ای )بر حسب رادیان(، مضارب صحیح 2π را اضافه 

یا کم کنیم، نسبت های مثلثاتی آن تغییر نمی کنند.
..............................................................................................................................................................................

− رادیان را حساب کنید.  π25
6

π14 و  
3

4 سینوس و کسینوس زاویه های 
..............................................................................................................................................................................

π
3

- 4ππ
3

- 2ππ
3

+ 4ππ
3

+ 2ππ
3

θ
      

                     
نسبت  مثلثاتی

sin θ

cos θ
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اگر به یک زاویه )بر حسب رادیان(، مضرب صحیحی از 2π را اضافه یا کم کنیم، نقاط متناظر این دو 
زاویه بر هم منطبق اند. به همین دلیل، نسبت های مثلثاتی آنها با هم برابرند، زیرا نسبت های مثلثاتی 

یک زاویه، مختصات نقطۀ متناظر آن است.
سارا پرسید: تا اینجا فقط نسبت های مثلثاتی سینوس و کسینوس زاویه های دلخواه را تعریف کردیم و یاد 

گرفتیم چگونه مقدار آنها را پیدا کنیم. اما، تانژانت این زاویه ها چگونه تعریف می شود؟
دبیر گفت: فعالیت زیر به ما کمک می کند تانژانت زاویه های دلخواه را تعریف کنیم.

θ

B

CA

گفتگو

مثلث قائم الزاویه ABC را با زاویۀ تند θ در نظر بگیرید.  فعالیت 3

1 طول ضلع  AB را بر حسب sinθ بنویسید.
..............................................................................................................................................................................

2 طول ضلع  AC را بر حسب cosθ بنویسید.
..............................................................................................................................................................................

3 در این مثلث، tanθ را بر حسب  sinθ و cosθ به دست آورید.
..............................................................................................................................................................................

4 به کمک رابطه ای که در )3( به دست آوردید، برای تعریف تانژانت زاویه های دلخواه پیشنهادی ارائه کنید.
..............................................................................................................................................................................

. این تساوی را برای  sintan
cos

θ
θ =

θ
فعالیت )3( نشان می دهد که برای زاویه های تند مانند θ داریم: 

زاویه های دلخواه تعمیم می دهند و تانژانت یک زاویه دلخواه α به صورت زیر تعریف می شود:
sintan
cos

α
α =

α

از آنجا که سینوس و کسینوس زاویه های دلخواه قبلًا تعریف شده اند، تساوی بالا، تانژانت زاویه های 
دلخواه را تعریف می کند. فقط برای زاویه هایی که کسینوس آنها صفر است، تانژانت آن زاویه ها تعریف 

π3 )رادیان( که کسینوس آنها صفر است، تانژانت تعریف نمی شود.
2

π و 
2

نمی شود؛ مثلًا برای زاویه های 

sintan
cos

α
α =

α
 اگر α زاویه ای باشد که cos α ≠0 بنا به تعریف   

تعریف
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مثال 14

π4 رادیان را حساب کنید.
3

تانژانت زاویه های 330 درجه و 

sin sin( ) sin( ) sintan
cos cos( ) cos( ) cos

−− − −
= = = = = = −

− −

    



    

1
330 360 30 30 30 32330

33330 360 30 30 30
2

	
sin sin( ) sin( )

tan
cos cos( ) cos( )

π π π
π+ − −π

= = = = =
π π π

π+ − −

4 3
4 3 3 3 2 34 13

3 3 3 2
سارا پرسید: سینوس و کسینوس زاویه های دلخواه چه اعدادی می توانند باشند؟

مونا گفت: از سال گذشته یادم می آید که سینوس و کسینوس زاویه های تند، اعدادی در بازۀ )1, 0( بودند. 
اما سینوس و کسینوس زاویه های دلخواه، مختصات نقاط روی دایرۀ واحد هستند، پس می توانند اعداد 

منفی نیز باشند. 
را  آن  و محور کسینوس ها  از طریق محور سینوس ها  است  بهتر  به سؤال سارا،  پاسخ  برای  دبیر گفت: 

بررسی کنیم. 

گفتگو

π, تغییر می‮کند، مکان نقطۀ  π  
3 2
2

, و  π π  
3
2

π, و  π  2 , و  π 
  
0

2
 وقتی θ در بازه های 

C روی محور کسینوس ها و نقطۀ D روی محور سینوس ها را توصیف کنید.

مقدارهای cos θ و sin θ در چه بازه ای قرار دارند؟ جدول را مانند مثال کامل کنید.

,π π  
3 2
2

,در بازۀ  π π  
3
2

π,در بازۀ  π  2 ,در بازۀ  π 
  
0

2 مقدار زاویۀ θدر بازۀ 

مکان نقطۀ Cروی پاره خط OA  قرار داردروی پاره خط OE قرار دارد

مقدار cos θ  در بازۀ ]0,1[ قرار دارددر بازۀ ]1,0-[ قرار دارد

D مکان نقطۀ

 sin θ مقدار

نظر  در  را  روبه رو  شکل  مانند  مثلثاتی  دایره  یک 
 BC ،θ نقطۀ متناظر زاویۀ B بگیرید. در این شکل
عمود بر محور کسینوس ها و BD عمود بر محور 

سینوس ها است.

فعالیت 4

θ

B

CO

M

A

D

E

N

1 زاویۀ تند θ را در ربع اول دایرۀ مثلثاتی در شکل 
روبه رو در نظر بگیرید.

با استفاده از مثلث قائم الزاویه OCB، درستی تساوی 
زیر را نشان دهید.

sin2θ +cos2θ = 1
..................................................................................................
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این فعالیت نشان می دهد سینوس و کسینوس زاویه های دلخواه، اعدادی در بازۀ ]1,1-[ هستند. 
سال گذشته دیدیم که تانژانت زاویه های تند هر عدد مثبتی می تواند باشد. برای زاویه های دلخواه که 
در ربع دوم و چهارم قرار می گیرند، مقادیر تانژانت منفی است و می توانیم ببینیم که مقدار تانژانت 
این زاویه ها هر مقدار منفی می تواند باشد. بنابر این، هر عدد حقیقی )مثبت، منفی یا صفر( به صورت 

تانژانت یک زاویه خواهد بود. 
در محاسبات با نسبت های مثلثاتی، گاهی نیازمند محاسبۀ توان هایی از آنها هستیم. برای سادگی، 
عبارت sin θ(2( را به صورت  sin2θ می نویسیم؛ به همین ترتیب برای توان های بالاتر نیز، عبارت هایی 
مانند sin θ(5( را به صورت sin5θ می نویسیم. برای سایر نسبت های مثلثاتی نیز از این قرارداد استفاده 

می کنیم؛ مثلًا منظور از عبارت tan3θ، توان سوم tan θ است.

مثال 15 

  sin 30°2 =sin 900° ولی sin230° = )sin 30°(2 =
 
( ) =21 1
2 4

 θ2 سینوس زاویه ، sin θ2 فرق دارد. منظور از sin2θ با عبارت sin θ2 توجه داشته باشید که عبارت
است و منظور از sin2θ ، توان دوم sin θ است.

1 زاویۀ تند θ را در ربع اول دایرۀ مثلثاتی در شکل 
روبه رو در نظر بگیرید.

با استفاده از مثلث قائم الزاویه OCB، درستی تساوی 
زیر را نشان دهید.

sin2θ +cos2θ = 1
..................................................................................................

کار در کلاس6

2 تساوی بالا برای سایر زاویه ها نیز برقرار است. درستی این تساوی را برای چند زاویه در 
ربع های دیگر بررسی کنید.

..............................................................................................................................................................................
را   θ ، سایر نسبت های مثلثاتی  sinθ = 3

5
باشد به طوری که  θ زاویه ای در ربع دوم  اگر   3

به دست آورید.
..............................................................................................................................................................................

θ

B

CO
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1 در جدول های زیر مشخص کنید که هر کدام از زاویه های داده شده در کدام ربع از دایرۀ 
مثلثاتی قرار دارند.

زاویۀ θ بر حسب درجه363280140-80

θ مکان زاویۀ

π12
5

π7
3

π2
5

π
−
3
زاویۀ θ بر حسب رادیان4

θ مکان زاویۀ

π تعیین کنید کدام یک از گزینه های زیر صحیح است.
−
5
4

2 با تعیین مکان زاویۀ 

.  cos ( )π  <   −
50
4 و  sin ( )π  <   −

50
4   

الف(  

cos ( )π  − <
5 0
4

و   sin ( )π  <   −
50
4   

ب(  

cos ( )π<   −
50
4

و   sin ( )π    − <
5 0
4 پ( 

cos ( )π  − <
5 0
4

sin و  ( )π    − <
5 0
4 ت( 

3 جدول زیر را با مشخص کردن علامت نسبت های مثلثاتی زاویه ها کامل کنید. در هر مورد 
مثالی بزنید.

             θربع اولربع دومربع سومربع چهارم
                        علامت نسبت مثلثاتی

sin θ

cos θ

tan θ

مسائل
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ب( اگر دوچرخه سوار پس از 30 دقیقه حرکت بایستد، در کدام ربع از دایره ایستاده است؟

cosθ ، سایر نسبت های مثلثاتی θ را به دست آورید. = − 1
5

6 زاویۀ θ در ربع سوم است و 

را   θ مثلثاتی  نسبت های  سایر  می توان  آیا   ، sin −
θ =

2
3

باشیم  داشته   θ زاویۀ  برای  اگر   7
به دست آورد؟ چرا؟ چه اطلاعات دیگری را هم باید بدانیم؟

8 نشان دهید برای زاویۀ دلخواه θ تساوی های زیر برقرارند.

tan)π- θ( = -tan  θ ,  tan)π+θ( = tan  θ ,  tan)-θ( = -tan θ

9 دو زاویه مشخص کنید که تانژانت آنها 1- است.

O
A

B

به حرکت  A شروع  نقطۀ  از  متر  به شعاع 50  دایره ای  مسیر  یک  روی  دوچرخه سواری   5
می کند و در هر ثانیه 2 متر طی می کند. 

الف( زاویۀ چرخش این دوچرخه سوار در هر ثانیه چند رادیان است؟

4 مقادیر زیر را حساب کنید. 
(sin15 + cos15)2 )پ                                                     sin2 60° )الف
cos152 + sin152 )ت                                                      tan4 30° )ب
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شیب خط و تانژانت زاویه ها

سعید به تازگی از سفر به یکی از مناطق کوهستانی کشور  بازگشته بود. او گفت 
جاده سربالایی و سرازیری های بسیاری داشت و در کنار جاده میزان سربالایی و 

سرازیری جاده با علامتی مانند روبه رو نشان داده شده بود.
نشان  را  تابلو چه چیزی  این  روی  عددهای  پرسید:  ریاضی  در کلاس  سعید 

می دهند؟ 
دبیر گفت: این علامت به معنای نسبت 1 به 10 است و در اینجا یعنی به ازای هر 10 واحد حرکت افقی، 
زیر  شکل  با  را  جاده  سربالایی  وضعیت  می توانیم  پس  می یابد.  افزایش  واحد   1 زمین  سطح  از  ارتفاع 

مدل سازی کنیم.
1

10

1 است.
10

دبیر ادامه داد: در این حالت می گویند: شیب این جاده 
1 همان تانژانت زاویه ای است که جاده با خط افق می سازد. بنابراین شیب جاده همان 

10
سعید گفت: اما 

تانژانت زاویه ای است که جاده با خط افق می سازد. 
نیز مفهوم شیب  برای خط هایی که در یک صفحۀ مختصات رسم شده اند  ریاضی  داد: در  ادامه  سعید 

تعریف شده است. آیا بین شیب جاده و شیب خط، رابطه ای وجود دارد؟
دبیر گفت: باید این دو مفهوم را بررسی کنیم تا ببینیم آیا رابطه ای بین آنها وجود دارد یا نه.

سعید گفت: شیب یک خط به معادلۀ  y= ax + b ، عدد a است، اما شیب جاده، تانژانت یک زاویه است. 
این دو مقدار چه ارتباطی با هم می توانند داشته باشند؟ 

گفتگو

همانند  را  جاده  یک  مسیر  اگر  گفت:  دبیر 
یک خط و خط افق را همانند محور افقی یک 
صفحۀ مختصات درنظر بگیریم،‌ وضعیت جاده 

و خط کاملًا مشابه هم خواهند بود. 
جاده،  شیب  شکل،  این  طبق  گفت:  سعید 
تانژانت زاویۀ بین خط و محور افقی است. آیا 

شیب خط نیز همین مقدار است؟
دبیر گفت: فعالیت صفحه بعد می تواند پاسخ 

سؤال سعید را مشخص کند.
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یک خط دلخواه به معادلۀ y   = ax + b با شیب مثبت )a < 0( در نظر بگیرید. فرض کنید A  با 

    ، دو نقطه از این خط هستند و زاویۀ این خط با محور  x

y

 
 
 

2

2
x و B با مختصات 

y

 
 
 

1

1
مختصات 

طول ها برابر θ است.

θ

θ

C

B

A

y2

y1

x2x1

1 شیب این خط را بر حسب مختصات نقاط A و B بنویسید.
..............................................................................................................................................................................

2 در مثلث قائم الزاویۀ ABC طول اضلاع AC و BC را  بر حسب مختصات A و B به دست آورید.
..............................................................................................................................................................................

3 در مثلث قائم الزاویۀ ABC، تانژانت زاویۀ θ را بر حسب مختصات A و B به دست آورید.
..............................................................................................................................................................................

4 از )1( و )3( چه رابطه ای بین شیب این خط و زاویه آن با محور افقی به دست می آورید؟
..............................................................................................................................................................................

این فعالیت نشان می دهد که برای یک خط با شیب مثبت، تانژانت زاویۀ تند بین این خط و محور 
x ها  همان شیب خط‏ است. ‬‬‬‬‬‬‬

فعالیت 5
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مثال 16 
خط به معادلۀ  y = x +2  با محور x ها زاویۀ 45 درجه می سازد زیرا، شیب این خط عدد 1 است و 

زاویۀ تندی که تانژانت آن 1 است، 45 درجه است.

مثال 17 

  معادلۀ خطی را بنویسید که با محور x ها زاویۀ 60 درجه بسازد و محور y ها را در نقطۀ به 
عرض 2 قطع کند. 

3 است. می دانیم معادلۀ خط با شیب m که از نقطۀ شیب این خط برابر تانژانت 60 درجه، یعنی 

 می گذرد به صورت y = ax +b است. پس معادلۀ این خط عبارت است از:
b
 
 
 

0

 

 
	

y x= +3 2
پس از آنکه برای خط های با شیب مثبت، یکسان بودن شیب خط و تانژانت زاویۀ بین خط و محور  x ها 

مشخص شد، نکتۀ دیگری توجه سعید را جلب کرد.

سعید گفت: برخی خط ها در صفحۀ مختصات شیب منفی دارند. آیا در چنین وضعیتی هم می توانیم شیب 
این خط ها را برابر تانژانت یک زاویه بدانیم؟

حمید گفت: تانژانت زاویه های باز، منفی است. شاید بتوانیم برای یک خط با شیب منفی، یک زاویۀ باز 
بیابیم که تانژانت آن برابر شیب آن خط باشد.

سعید گفت: آیا زاویۀ بین خط های با شیب منفی و محور x ها یک زاویه باز است؟
دبیر گفت: باید تعریف دقیق تری از زاویۀ بین یک خط و محور طول ها داشته باشیم. در شکل زیر خط 
d محور طول ها را در نقطه ای مانند A قطع می‮کند. نیم خط Ax را در جهت مثبت، حول نقطۀ A دوران 
می‮دهیم تا  بر d منطبق شود. اندازۀ چرخش xA را زاویۀ بین خط d و محور طول ها می‮نامند. در حالتی 
که خط d محور طول ها را قطع نکند، با آن موازی است و زاویۀ بین خط d و محور طول ها، صفر در نظر 

گرفته می شود.‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬

A x

d

A

y y

x

d

گفتگو
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حمید گفت: با این تعریف، زاویۀ خط های با شیب مثبت با محور طول ها، تند و زاویۀ خط های با شیب منفی 
با محور طول ها، باز است. شاید تانژانت این زاویه نیز همان شیب خط باشد.

دبیر گفت: حدس خوبی زدی. با انجام فعالیت زیر می توانید درستی این حدس را بررسی کنید.

یک خط دلخواه را به معادلۀ y = ax + b با شیب منفی )a < 0( در نظر بگیرید. فرض کنید 

، دو نقطه از این خط هستند و زاویه این خط با 
x

y

 
 
 

2

2
x و B با مختصات 

y

 
 
 

1

1
A با مختصات 

محور طول ها برابر زاویه باز θ است.

1 شیب این خط را بر حسب مختصات نقاط A و B بنویسید.
..............................................................................................................................................................................

2 در مثلث قائم الزاویۀ ABC طول اضلاع AC و BC  را  بر حسب مختصات A و B به دست آورید.
..............................................................................................................................................................................

 B و A را بر حسب مختصات )A زاویۀ( π - θ تانژانت زاویه ،ABC 3 در مثلث قائم الزاویۀ
به دست آورید.

..............................................................................................................................................................................
4 از )1( و )3( چه رابطه ای بین شیب این خط و )tan)π - θ به دست می آورید؟

..............................................................................................................................................................................
و محور طول ها  بین خط  زاویۀ  تانژانت  و  بین شیب خط  رابطه ای  )4(‌ چه  از  استفاده  با   5

به دست می آورید؟
..............................................................................................................................................................................

 از  فعالیت های )5( و )6( نتیجه می شود که شیب هر خطی )مثبت یا منفی(،  برابر تانژانت زاویه آن 
خط با محور طول ها است. 

فعالیت 6

θ
C

B

A

y2

y1

x2 x1
π − θ
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 tanθ = m  :می سازد داریم θ که با محور طول ها زاویه m با شیب d برای هر خط

مثال 18
π5 می سازد، بنویسید.

6
معادلۀ خطی را که از مبدأ می گذرد و با محور طول ها زاویه باز 

 tan )π - θ( = -tanθ ابتدا تانژانت این زاویه را که شیب این خط است محاسبه می کنیم. با استفاده از رابطۀ
داریم:

tan tan( ) tanπ π π
= π− = − = −

5 3
6 6 6 3

y x= −
3
3

پس معادلۀ این خط عبارت است از:  

مثال 19

y را بدون نقطه یابی رسم کنید. x= +
3 23 نمودار خط به معادلۀ 

با  که  ابتدا خطی رسم می کنیم  tan پس  ° =
330 3 می دانیم 

محور xها زاویه °30 بسازد.

  
 
 

0
2

با توجه به اینکه عرض از مبدأ این خط، 2 است از نقطۀ 

خطی به موازات این خط رسم می کنیم.

مثال 20
زاویۀ خط به معادلۀ y = 2 با محور طول ها چقدر است؟

این خط موازی محور طول ها است و زاویۀ آن با محور طول ها صفر است. همچنین شیب آن صفر 
است و تانژانت زاویۀ بین این خط و محور طول ها نیز صفر است.

نکته

y و محور طول ها، چند رادیان است؟کار در کلاس7 x= +3 2 1  زاویۀ بین خط به معادلۀ 
..............................................................................................................................................................................

 بگذرد. 
 − 

0
1

2  معادلۀ خطی را بنویسید که با محور طول ها زاویۀ150 درجه بسازد و از نقطۀ 
..............................................................................................................................................................................

3  شیب خط y = -4 چقدر است؟ زاویۀ بین خط y = -4 و محور طول ها چقدر است؟
..............................................................................................................................................................................

0

030
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برای حل مسائل این صفحه در صورت نیاز از نقاله و ماشین حساب استفاده کنید.

1 در شکل های زیر زاویۀ بین خط و محور طول ها و شیب خط را به دست آورید.

مسائل

− بگذرد. 
 − 

1
2

2 معادلۀ خطی را بنویسید که با محور طول ها زاویۀ 20 درجه بسازد و از نقطۀ 

 می گذرد چه زاویه ای با محور طول ها می سازد؟ 
 
 

1
5

− و  
 
 

1
2

3 خطی که از دو نقطۀ 

x در چه نقطه ای محور طول ها را قطع می کند و چه زاویه ای  y− =3 3 4 4 خط به معادلۀ 
با آن می سازد؟ 

y و y = -x + 5 و y =  0 )محور طول ها(، یک  x= 3 5 از برخورد سه خط با معادله های 
مثلث ساخته می شود. این مثلث را رسم کنید و زاویه های این مثلث را بر حسب رادیان به دست 

آورید. 

6 خط های به معادلۀ 3x - 5y = c با هم )موازی اند/ متقاطع اند(. زاویۀ این خط ها با محور 
طول ها برحسب درجه و رادیان به طور تقریبی چقدر است؟

الفبپ
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دانشمندان اخيراً موفق به کشف دورترین کهکشان در محدوده شناخته 
 - JD 0647 MACS که  کهکشان  این  شدند.  هستی  جهان  شده 
نام گذاری شده، تقریباً 13/3 میلیارد سال نوری با ما فاصله دارد و از نظر 
اندازه، جزء کوچکی از کهکشان راه شیری است. به گفتة دانشمندان، با 
توجه به سرعت نور در فضا، آنچه که اکنون ما از زمین می بینیم، متعلق 
است. شاید  داشته  میلیون سال سن  تنها ۴۲۰  دنیا  که  است  زمانی  به 
جالب باشد بدانید که سن فعلی جهان حدود 13/75 میلیارد سال است. 
كار با اين گونه اعداد بزرگ وقت و انرژي زيادي از دانشمندان را به خود 
اختصاص مي داد؛ اختراع لگاريتم تا قبل از ظهور كامپيوتر كمك مؤثري 
درحسابداری،  لگاريتم  امروزه  است.  داشته  محاسبات  اين  تسهيل  در 

شیمی، فیزیک و... مورد استفاده قرار می گیرد.

پودمان چهارم

لگاریتم و خواص آن

https://www.roshd.ir/211141-4
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لگاریتم

امروز دبیر با ورود به کلاس گفت: 
»چه کسی می‎داند کدام موضوع از ریاضیات است که به گفتۀ لاپلاس طول عمر اختر شناسان را چند برابر 

کرده است؟«
دریانوردان،  عمر  بلکه طول  اختر شناسان،  عمر  تنها طول  نه  موضوع  این  من  نظر  به  گفت:  او همچنین 
بازرگانان، شیمی‎دانان، ریاضی دانان، و زمین شناسان و همۀ انسان های کرۀ زمین را چند برابر کرده است.‬

طرح این سؤال موجب تعجب هنرجويان شده بود و همه کنجکاو بودند که این چه موضوعی از ریاضی است 
که موجب افزایش طول عمر می‎شود. 

به  مربوط  می شود  کار  عمر  طول  افزایش  زمینۀ  در  که  موضوع هایی  می کردم  فکر  تاکنون  گفت:  مریم 
حوزۀ  زیست شناسی است، برای من جالب است بدانم ارتباط این موضوع با ریاضی چیست.

دبیر گفت: اين موضوع در بسياري از شاخه هاي علوم نيز كاربرد دارد و برای آشنایی با این موضوع بهتر 
است فعالیت صفحۀ بعد را انجام دهید.
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تـقـریباً فعالیت 1 خـورشید  از  زمین  فــاصلـۀ   1
پروکسیما  ستارۀ  فاصلۀ  و  129140163کیلومتر 
قنطورس تا زمین تقریباً 177147برابر فاصلۀ زمین 
تا   خورشید  است.   برای  تعیین   فاصلۀ     این ستاره  تا   زمین 
باید از كدام چهار عمل اصلي استفاده كرد؟ حدس 
مي زنيد برای انجام این عمل چقدر زمان نیاز دارید؟ 

تقریباً  فاصلۀ  در  )سیروس(  شباهنگ  ستارۀ   2
68630377364883 کیلومتری از زمین است، اگر 
بخواهیم بدانیم فاصلۀ ستاره شباهنگ از زمین چند 
باید  تا زمین است چه عملی  فاصلۀ خورشید  برابر 
این عمل  انجام  زمان  انجام دهید؟ حدس مي زنيد 

چقدر است؟

3 با استفاده از جدول مقابل که در آن توان‎هایی از 
3 محاسبه شده است، جاهای خالی را کامل کنید و 
حاصل را با استفاده از ضرب اعداد توان‎دار بنویسید.

129140163 × 177147 = ٣ = .......٣ × .......٣.......

68630377364883 ÷ 129140163 = 3....... ÷ ٣ = .......٣.......

به  مقابل  جدول  و  قبل  قسمت  از  استفاده  با   4
سؤال های )الف( و )ب( پاسخ دهید.

الف( فاصلۀ پروکسیما قنطورس از زمین چقدر است؟
برابر  چند  )سیروس(  شباهنگ  ستارۀ  فاصلۀ  ب( 

فاصلۀ خورشید تا زمین است؟

از  استفاده  يا  است  ساده‎تر  مستقيم  محاسبة   5
جدول؟ زمان انجام کدام روش کمتر است؟

 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

 نزدی کترین ستاره به زمین که فقط در نیمکره جنوبی 
نزدی کترین  و  قابل رؤیت است پروکسیما قنطورس 
است  رؤیت  قابل  زمین  نقاط  همۀ  از  که  ستاره 

شباهنگ ) سیروس ( است.

٣nnحاصل

١300

٣311

٩322

27333
.........

17714731111

53144131212
.........

12914016331717

38742048931818
.........

762559748498732727

2287679245496132828

6863037736488332929
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در این فعالیت دیدیم که برای ضرب و تقسیم دو عدد بزرگ، اگر بتوان آنها را به صورت اعداد توان‎دار 
)با پاةي مساوي( نوشت آنگاه با جمع و تفریق توان‎های آنها به نتیجة مورد نظر خواهيم رسید. استفاده 
از این تکنیک که به جای ضرب و تقسیم اعداد بزرگ، با جمع و تفریق اعداد کوچک تر کار می‌کنیم 
موجب افزایش سرعت و کا‌هش زمان محاسبات مي شود و از اشتباهاتي كه درمحاسبة مربوط به اعداد 
بزرگ است جلوگيري مي کند. به نظر می رسد جملۀ معروف لاپلاس نیز به این دلیل بوده که برای 
انجام این محاسبات، وقت و نیروی بسیار زیادی از دانشمندان تلف می شده است و این روش باعث 

شده که دانشمندان وقت خود را با محاسبات حجیم هدر ندهند.
استفاده از اعداد توان‎دار و توجه به توان آنها برای انجام محاسبات، موجب پیدایش مفهومی به نام 
انجام عمل  با توجه به تساوی 177147=311، برای  لگاریتم در‌ ریاضی شده است. در فعالیت )1( 
ضرب به جای عدد 177147 از عدد 11 )که توان در 311 می باشد( استفاده شده است. بنا به تعريف 

عدد 11 را لگاریتم 177147 در مبناي 3 می‎نامند.

مثال 1  
الف( تساوي ٨ = ٢٣ نمايش عدد 8 به صورت یک عدد توان دار با پایه 2 است؛ بنابراين 3 را لگاریتم 

8 در مبناي 2 می‎نامند. 
ب( اگر عدد 1000 را به صورت یک عدد توان دار با پایه 10 بنویسیم، داریم، 1000 = 103 بنابراین 

لگاریتم 1000 در مبناي 10 عدد 3 است .
پ( عدد 64، توانِ سوم عدد 4 است، یعنی 64 = 43، بنابراین لگاریتم 64 در مبناي 4 عدد 3 است.

1 جاهای خالی را با عبارت مناسب پر کنید.کار در کلاس1
الف( از ٨١ = ٣٤ نتیجه می‎شود: لگاریتم ...... در مبناي ...... عدد 4 است.

ب( لگاریتم 10000 در مبناي 10  عدد ....... است؛ زیرا ١٠٠٠٠ = .....١٠
پ( ... = ٤٢ نشان می دهد: لگاریتم ...... در مبنای 4 عدد ...... است.

2 عدد 64 را به صورت یک عدد توان دار با پایۀ 2 نوشته و با استفاده از آن لگاريتم 64 در 
مبناي 2 را بنويسيد. 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

مبناي  به عنوان  را  عدد حقيقي  هر  مي توان  آيا  كه  مطرح خواهد شد  اين سؤال  لگاريتم  معرفي  با 
لگاريتم درنظر گرفت؟ فعاليت بعد مناسب بودن عدد 1 به عنوان مبنا را بررسي ميك ند.
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نکته

تعریف

− و  ١ = ١٤ و ... را در نظر بگيريد،فعالیت 2 = =3
3
11 1
1

= و ١ = ١٢ و ١ = ١٣ و  =
1

331 1 تساوي هاي١ = ١٠ و 1

1 در تساوی ١ = ...١ به جای نقطه چین چه اعدادی می‎توان قرار داد؟
.........................................................................................................................................................................

2 آيا مي توان عدد a را طوري پيدا كرد كه: ١a = 2. به عبارت ديگر آيا لگاريتم 2 در مبناي 
1 قابل تعريف است؟

.........................................................................................................................................................................
3 آيا عدد a را مي توان طوري يافت كه در تساوي: ٣ = ١a صدق كند. به عبارت ديگر آيا 

لگاريتم 3 در مبناي 1 قابل تعريف است؟
.........................................................................................................................................................................

4 آیا عددی غیر از 1 را می‎توان به صورت عددی توان دار با پایة 1 نوشت؟ چرا ؟
.........................................................................................................................................................................
5 با توجه به نتايج بالا، فكر ميك نيد مي توان عدد 1 را به عنوان مبناي لگاريتم انتخاب كرد؟ چرا ؟
.........................................................................................................................................................................

 فعالیت بالا نشان می‎دهد عدد 1 را نمی‎توان به عنوان مبنا برای لگاریتم در نظر گرفت.
 تعریف لگاریتم در حالت کلی به شکل زیر است.

اگر a یک عدد حقیقی مثبت مخالف 1 باشد و اعداد حقیقی b و c به گونه ای باشند که: 
logab = c نشان می دهند. یعنی logab می نامند و با a در مبنای b را لگاریتم c آنگاه b  =ac

در تعریف لگاریتم1، مبنا همواره عددی مثبت و مخالف 1 در نظر گرفته می‎شود، زیرا توان رسانی به 
توان اعداد دلخواه فقط با پایۀ مثبت قابل تعریف است.

logab ≠ logab :مبناي لگاریتم است، به عبارت ديگر a نیست، بلکه a توان b عدد ،logab  در نماد

1ـ لگاریتم در زبان انگلیسی logarithm است و آن را به طور خلاصه با log نمایش می دهند. 
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توان عدد، مقدار لگاریتم  است

log39 = 2                      32 = 9
پایۀ عدد، مبنای لگاریتم است

مثال 3  
باشد(  نامنفي  رادكيال عددي  زير  )كه  را  رادیکالی  اعداد  برخي  اعداد گویا دیدیم  با  توان رسانی  در 
10 در مبناي 10  ، بنابراین لگاریتم  =

1
210 10 می‎توان به صورت عددی با توان گویا نوشت. مثلًا 

1 یا 0/5 است و می‎نویسیم:
2

برابر با 
	

log /=10 10 0 5

لگاريتم  در بسیاری از شاخه های علوم نظیر نجوم، فیزیک، زمین شناسی، شیمی، ریاضی و همچنین 
در حسابداری و مسائل مالی کاربرد فراوانی دارد. استفاده از اين مفهوم و بهك ارگيري خواص آن در 
حل مسائل مربوط به اين شاخه ها، گسترده تر از محاسبات مربوط به ضرب و تقسيم اعداد بسيار بزرگ 

يا بسيار كوچك مي باشد.

مثال 4  

نوعی باكتري  را در نظر بگيريد كه در هر واحد زماني 2 برابر مي شود ، اگر با 1 گرم از اين نوع باكتري  
شروع كنيم مقدار اين باكتري ها پس از 1 واحد زماني 2١ گرم و پس از 2 واحد زماني 22 گرم خواهد 
بود. اگر بخواهيم بدانيم پس از چند واحد زماني مقدار باكتري ها 8 گرم خواهد شد، لازم است بدانيم 
چه تواني از 2 مساوي 8 است و اين همان log28 مي باشد. به همين ترتيب log216 مقدار زماني كه 

لازم است تا اين باكتري ها به 16 گرم برسد را نشان مي دهد.

مثال 2  
در تساوي 9 = 32 ، عدد 9 به صورت یک عدد توان دار با پایه 3 نمایش داده شده است؛ بنابراين 2  

برابر است با لگاریتم 9 در مبناي 3 و مي نويسيم: log39 = 2 يعني :
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1 هر سطر جدول زیر، تساوی های متناظر را نشان می دهد، جدول را کامل کنید.

تساوي بر حسب عدد توان دارتساوي بر حسب لگاريتم

log5125 = .....53 = 125

log7 
..... = .....72 = .....

log381 = .....3..... = 81

log...64 = 34..... = 64
..........25 = .....

..........b3 = 2/1

log327 = ...............

log82 = .....= =
1

3 38 8 2

loga4 = 3/3..........

  log525 2 عدد 25 را به صورت یک عدد توان دار با پایۀ 5 نوشته و با استفاده از آن حاصل
را بنويسيد.

یک سؤال مهم آن است که آيا می‎توان از همة اعداد لگاریتم گرفت؟ يعني آيا اعدادي وجود دارند كه 
لگاريتم آنها تعريف نشده باشد؟ فعالیت زیر پاسخ این سؤال را فراهم می‎کند.

کار در کلاس2
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1 اگر b = 4c، جدول زیر را کامل کنید.

211
20- 1

2
2cـ1ـ

....................2..........1
2

..........1
16b

2 آیا در سطر دوم جدول عددی منفی وجود دارد؟ دربارة علامت b چه می توان گفت؟

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

3 با توجه به اینکه تساوی b = 4c نشان می‎دهد   log4b = c، دربارۀ علامت b در log4b چه 
می‎توان گفت؟

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

4 اگر در پايه به جای 4، عدد 3 باشد با كي مثال درستي نتيجه اي كه از قسمت قبل به دست 
آورده ايد را بررسي كنيد.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

5 اگر a عددی مثبت و مخالف 1باشد و b = ac دربارۀ علامت b چه می‎توان گفت؟ دربارة 
علامت  b در logab چه می‎توان گفت؟ آیا از عدد منفی می‎توان لگاریتم گرفت؟

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

با انجام فعاليت )3( ملاحظه ميك نيد اعداد مثبت به هر تواني برسند حاصل، همواره عددي مثبت 
خواهد بود. يعني هيچ تواني از كي عدد مثبت، عددي منفي نمي باشد، بنابراين:

فقط اعداد مثبت لگاریتم دارند، یعنی عبارت logab برای b > 0 تعریف می‎شود.

فعالیت 3

نکته
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1 با توجه به ویژگی‎های توان رسانی اعداد، جملات زیر را کامل کنید.کار در کلاس3
:a برای هر عدد مثبت و مخالف 1 مانند

logaa = ... داریم ،a1 = a الف( با توجه به 
 

loga1 = ... : نتيجه مي شود aب( از ١ = ٠

log ...=
1

a na
n می توان گفت: 

n
a

a
− =

1 پ( با درنظر گرفتن 

logaac = ... :بنابراین .  logab = c  آنگاه ،b = ac ت( اگر

مثال 5
عبارت های زیر برقرار هستند: 

log0/41 =0 )زیرا 1=50     ت log51 = 0 )پ     log =3 3 الف( log44 = 1 زیرا 4=41   ب( 1

.  log100/001 = -3 داریم / −= = = 3
3

1 10 001 10
1000 10

ث( با توجه به اينكه 

.log40/25 = -1 :نتيجه مي شود / −= = = 125 10 25 4
100 4

ج( از 

.  logb = log10b نویسند. پس‎معمولاً برای نمایش لگاریتم در مبناي 10 مبنای لگاریتم را نمی
با توجه به تعريف لگاريتم می توان دید که لگاریتم اعدادی که توان های صحیح یا گویایی از مبنای 
لگاریتم می باشند به سادگی قابل محاسبه است، اما محاسبۀ لگاریتم سایر اعداد چگونه انجام می شود؟ 
مثلًا برای محاسبۀ log109 باید توانی از ١٠ را پیدا کنیم که مساوی عدد ٩ باشد، واضح است که این 
عدد به سادگی قابل محاسبه نیست اما با استفاده از ماشین حساب می توان تقریب اعشاری این عدد 

را پیدا کرد. 
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خواندنی
ایرانیان بوده است. یکی  مطالعۀ نجوم از دیرباز مورد توجه 
سال  طول  تعیین  دربارۀ  دقیق  مطالعات  آن  جلوه های  از 
غروب  و  طلوع  و  ستاره ها  با  آریایی  ستاره شناسان  است، 
با گذر خورشید  باستان  ایران  نو در  بوده اند، سال  آن آشنا 
علم  اسلامی  دورۀ  در  می شد.  آغاز  بهاری  اعتدال  نقطۀ  از 
هیئت به عنوان یکی از شاخه های اصلی نجوم در دایرۀ علوم 
جمله  از  اسلامی  بزرگ  دانشمندان  و  گرفت  قرار  اسلامی 
فعالیت  به  مشغول  زمینه  این  در  خواجه نصیرالدین طوسی 
هیئت،  و  نجوم  علم  تدریس  رصدخانه ها،  تأسیس  شدند. 
ساخت ابزارهای نمایش زمان، اصلاح تقویم و... شاهدهایی از 

عظمت این علم در دوران اسلامی در ایران است.
که  اشکالاتی  و  نجوم  زمینۀ  در  ایرانی  دانشمندان  فعالیت 
نظریۀ  بر  شاگردانش  و  طوسی  خواجه نصیرالدین  مخصوصاً 
زمینۀ  کردند،  وارد  بطلمیوس  به  مربوط  مرکزی"  "زمین 
فراهم  را  آلمانی  ـ  لهستانی  ستاره شناس  کوپرنیک  فکری 
کرد تا مدل غیر بطلمیوسی "خورشید مرکزی" را ارائه کند 
در این نظریه خورشید را مرکز عالم در نظر گرفته و سایر 
اجرام آسمانی به دور آن می گردند. محاسبات مورد نیاز برای 
تنظیم مدل خورشید مرکزی وقت زیادی از دانشمندان را به 
خود اختصاص می داد. این مشکل زمینه های ابداع لگاریتم 
توسط ریاضی دان هم عصر کوپرنیک یعنی جان نپر را فراهم 

کرد.

log9 =

.0 0 0 1 6 log =

استفاده ازماشین حساب
 با استفاده از ماشین حساب حاصل 

لگاریتم‎های زیر را به دست آورید.
log 9 ) الف

log0/0016 )ب

منجم،  طوسی  نصیر الدین  خواجه 
ایرانی  دانشمند  و...  متکلم  حکیم، 
می زیسته  ششم  قرن  در  که  است 
کتابخانۀ  و  رصدخانه  وی  است. 
آن  در  که  کرد  تأسیس  را  مراغه 
کتاب  جلد  هزار  چهارصد  حدود 

وجود داشت.
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1 جاهاي خالي را با عبارات مناسب پر كنيد:مسائل

الف( از ٦٤ = ٤٣ نتيجه مي شود: لگاريتم 64 در مبناي ..................... عدد ......................... است.
ب( لگاريتم 32 در مبناي 2 عدد .......... است؛ زيرا  ٣٢ = ...٢.

3 در مبناي 2 عددِ ....... است. 2 = نتيجه مي شود:  لگاريتم 
1

332 2 پ( از 
log72401 = ... :ت( با توجه به اينكه 2401 = ٧٤ داریم

. log =8
1
2

، مي توان گفت:  −
=

1
3 18

2
ث( با توجه به 

log0/001 = ... :نشان می دهند / −= = = 3
3

1 10 001 10
1000 10

ج( تساوی های 
2 مانند قسمت )الف( تساوي شامل لگاريتم متناظر با هر قسمت را بنويسيد.

3-2 = 0/125 )پ            4-10 = 0/0001 ) ب              log416 = 2 ↔ 42 = 16 )الف

) )ج           2x = 4/3 )ث          a3 = 2/1 )ت ) −= 219
3

) )چ                          ) =
1
42401 7

3 در هر كدام از موارد زير كي تساوي شامل لگاريتم داده شده است، مانند قسمت )الف( 

تساوي شامل عدد توان دارِ متناظر با هر كدام را بنويسيد.

log )ب          log264 = 6 ↔ 26 = 64 )الف    ( ) = −3
1 2
9

 loga3 = 6 )پ                  

log )ج                         log32 = x )ث                             logbc = 2 )ت =32
12
5

4 حاصل لگاريتم هاي زير  را به دست آوريد:

 ... = log2128 )پ                     ... = log5125 )ب                    ... = log749 )الف   

log )ت =2
1
8
 ... = log100/0001 )ث                     

5 با استفاده از ماشين حساب، حاصل لگاريتم هاي زير را تا دو رقم اعشار بنويسيد:

 ... ≈ log2 )پ                  ... ≈ log12 )ب                     ... ≈ log50 )الف   
6 نوعی باكتري  را در نظر بگيريد كه وزن آنها پس از 1 واحد زماني 4 برابر مي شود.

الف( پس از چند واحد زماني، وزن 1 گرم از اين باكتري ها 64 گرم خواهد شد؟
 ب( پس از چند واحد زماني، وزن اين باكتري ها 32 گرم خواهد شد؟

7 در هر مورد زير، كي تساوي شامل عددي توان دار و تساوی لگاریتمی متناظر با آن را طوری 
بنویسید که حاصل، لگاریتم عددی با ویژگی خواسته شده باشد.

 الف( عدد طبيعي                       ب( عدد صحيح منفي                             پ( عدد گويا
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خواص لگاريتم 

اگر به كلام لاپلاس،  در خصوص نقش لگاريتم در انجام محاسبات با اعداد بزرگ و آشنايي با مفهوم لگاريتم 
توجه كرده باشيد، شايد اين سؤال به ذهن شما نيز رسيده باشد که:

» چگونه براي ضرب و تقسيم اعداد بزرگ از لگاريتم استفاده ميك نند؟«
دبیر پرسید: با توجه به فعاليت )1( كه در خصوص فاصلة ستارگان و براي معرفي لگاريتم مطرح شد، آيا 

كسي مي تواند پاسخ سؤال فوق را حدس بزند؟
مریم گفت: در فعاليت )1( براي ضرب دو عدد بزرگ ابتدا آنها را به صورت دو عدد توان دار نوشتیم. سپس 
توان های آنها را با هم جمع کرده و مقدار عدد توان دار جدید را به دست آوردیم. بنابراین، با استفاده از 

جدول مقادیر توان های ٣، عمل ضرب اعداد، به جمع توان های آنها تبدیل شد. 
دبیر گفت: بله، بنابراین شما به جای ضرب و تقسیم اعداد توان دار، توان های آنها را جمع و تفریق کردید. 

با توجه به مفهوم لگاریتم،  این توان ها چه هستند؟ 
مریم گفت: این توان ها، لگاریتم آن اعداد در مبناي 3 بودند. یعنی براي انجام محاسبة مورد نياز، لگاریتم ها 

را جمع يا تفريق كرديم. 
دبیر گفت: پاسخ نهایی سؤال شما مربوط به خواص لگاريتم است. فعاليت زير كيي از خواص مهم لگاریتم 

را نشان می دهد.

1 جدول زیر را کامل کنید.

logbcbclogclogbcb

31000.............110010

7.............3.............100010000
.............10-3.............-١1000/1

1.......................................10 1010 10

.............10x   +y.............x10y10x

2 در هر سطر چه رابطه‎ای بین اعداد ستون‎های logb و logc و ستون logbc وجود دارد؟

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

3 این رابطه را به صورت یک جمله بیان نمایید و آن را با زبان رياضي بنويسيد. 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

گفتگو

فعالیت 4
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فعالیت )4( نشان می‎دهدکه لگاریتم حاصل ضرب دو عدد با مجموع لگاریتم‎های آن دو عدد برابر 
است. این یکی از خواص مهم لگاریتم است و در حالت کلی داریم:

logbc = logb + logc :داریم b,c > 0 برای

این رابطه برای لگاریتم هایی که مبنای غیر از ١٠ دارند نیز برقرار است. 

مثال 6
با استفاده از این خاصیت لگاریتم، می‎توانیم بدون آنکه دو عدد را ضرب کنیم لگاریتم حاصل ضرب 

آنها را به دست آوریم.

log )الف log ( ) log log log= × = + = + = + =
1

5 5 5 5 1 11100 10 100 10 100 10 2 10 2
5 5

 

log2 + log5 = log(2 × 5) = log10 = 1 )ب

log125 + log4 + log2 = log(125 ×4×2) = log1000 = 3 )پ

اکنون که با لگاریتم و كيي از خاصيت هاي آن آشنا شده‎ایم، می‎توانیم مسئله مربوط به فعالیت )1( 
را به کمک لگاریتم حل کنیم.

مثال 7
فاصله زمین از خورشید با دقت بيشتر 149680000 کیلومتر و فاصلۀ ستارۀ پروکسیما قنطورس تا 
زمین با دقت بيشتر268606 برابر فاصلۀ زمین تا خورشید است. برای به دست آوردن فاصله این ستاره 
تا زمین باید حاصل ضرب 268606 × 149680000 را حساب کنیم. انجام این ضرب مشکل است 
ولی محاسبۀ لگاریتم آن آسان است. کافی است که لگاریتم این دو عدد را حساب کنیم و با هم جمع 

کنیم. بنابراین ابتدا لگاریتم این دو عدد را به کمک ماشین حساب به دست می‎آوریم:
log268606 ≈ 5/4 و log149680000 ≈ 8/2

با استفاده از خاصیت لگاریتم داریم: 
log(149680000 × 268606) = log149680000 +log268606 ≈ 8/2 + 5/4 = 13/6

log(149680000 × 268606) ≈ 13/6 :پس

نکته
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چون مبنای این لگاریتم ١٠ بوده است، خواهیم داشت: 
149680000 × 268606 ≈ 1013/6

با استفاده از ماشین حساب داریم: 39810717055349 ≈ 1013/6.
بنابراین فاصله مورد نظر تقریباً    39810717055349 کیلومتر است.

این شیوۀ محاسبه را برای محاسبه حاصل ضرب هر دو عدد بزرگ یا کوچکی می‎توان به کار برد.

استفاده ازماشین حساب
 با استفاده از ماشین حساب،log100+ log1000  و log(100+1000) را با تقریب تا دو رقم 

اعشار به دست آوريد و در مربع علامت مساوی)=ي(ا نامساوی )≠( قرار دهيد:
log(100+1000)  log100+ log1000

log(a + b) ≠ loga +logb :داريم a,b > 0 در حالت كلي: براي

1 حاصل لگاریتم‎های زیر را به دست آورید.

= log4 + log25 ) الف

log )ب =100 10

log )پ log log+ + =3 3 320 2 25

زمین،  از  است  رؤیت  قابل  مسلح  غیر  چشم  با  که  ستاره‎ای  دورترین  فاصلۀ   2
زمین  از  این ستاره  فاصلۀ  است.  از خورشید  زمین  فاصلۀ  برابر   5056119722 × 1011

را با استفاده از ماشين حساب به دست آورید.
.............................................................................................................................................................................................

دیدیم که لگاریتم حاصل ضرب دو عدد مثبت با مجموع لگاریتم‎های آنها برابر است. در مورد لگاریتم 
تقسیم دو عدد، چه رابطه‎ای برقرار است؟  فعالیت صفحۀ بعد به بررسی این مطلب می‎پردازد.

کار در کلاس4

نکته

+ 0001001 loglog =

=0011 log
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1 جدول زیر را کامل کنید.

logb
c

b
c

logclogbcb

.............100.............3101000

....................................................10100

.............10-3.............-١1000/1

..........................3
2

.............10 10100 10

.............10x    - y.............x10y10x

log وجود دارد؟ b
c 2 در هر سطر چه رابطه‎ای بین اعداد ستون های logb و logc و ستون 
این رابطه را به صورت یک جمله بیان کنید و آن را با زبان رياضي بنويسيد.

فعالیت )5( نشان می‎دهد که لگاریتم تقسیم دو عدد با لگاریتم مقسوم منهاي لگاريتم مقسوم عليه 
برابر است، درحالت کلی داریم:

log log log= −
b

b c
c

براي b,c > 0 داريم: 

این خاصيت، برای لگاریتم‎هايی كه مبناي غیر از 10 دارند نیز برقرار است.

مثال 8
می‎آوریم:  دست  به  را   log4 تقریبی  مقدار   log20 ≈ 1/3 و   log5 ≈ 0/7 به  توجه  با  الف( 

log log log log /= = − ≈
204 20 5 0 6
5

     
log log log= − = − = −

1 1 100 0 2 2
100

ب( 

فعالیت 5

نکته

استفاده ازماشین حساب 
با استفاده از ماشین حساب، (log8 - log2) و 
log (8-2) را با تقریب دو رقم اعشار به دست 
آوريد و در مربع، علامت مناسب مساوی )=( يا 

نامساوی )≠( قرار دهيد.
log(8-2)  log8-log2

log6 =

8 _ 2 loglog =
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log( ) log log− ≠ −a b a b در حالت كلي: براي a,b > 0 داريم: 

1 حاصل لگاریتم‎های زیر را به دست آورید.

log )ب                         = log20 - log2 )الف / log= =
10 001

1000

2 با تکمیل نقطه چین‎ها، نتيجة فعاليت )5( را با استفاده از خاصيت لگاریتم ضرب دو عدد 
.)b و c < 0( به دست آورید

log( ) log( ) log( ...) log( ) ...= = × = +
bc b b

b
c c c

log( ) = − 

b
c

بنابراين:	

کار در کلاس5

نکته

فعالیت 6

از رابطۀ n = amn(am) می‎توان استفاده کرد و خاصيت دیگری از لگاریتم را به دست آورد.

1 جدول زیر را تکمیل کنید.

logbnlogbbnnb

.......................................510

.............2.............2100

.............-1.............30/1

.......................................410 10

.............x(10x)n =10n xn10x

2 در هر سطر، چه رابطه ای بین اعداد ستون های n و logb و عدد ستون logbn وجود دارد؟ 
این رابطه را به صورت یک جمله بیان کنید و آن را با زبان ریاضی بنویسید. 

.............................................................................................................................................................................................

فعالیت بالا نشان می‎دهدکه لگاریتم bn برابر است با n برابر لگاریتم b.  درحالت کلی داریم: 
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logbx = x logb :داریم x و هر عدد حقیقی b> 0 برای

ویژگی بالا برای لگاریتم‎هايی كه مبناي غیر از 10 دارند نیز برقرار است.

مثال 9 

به كمك خواص لگاريتم، عبارت‏هاي زير را به صورت كي لگاريتم بنويسيد و در صورت امكان ساده 
:)a , b , c < 0( كنيد

log )الف log log( ) log( ) log log log( ) log+ = + = + = × = =3 3 3 23 5 2 2 5 2 5 2 5 2 10 1

log )ب log log log log log log+ − = + − =
1 2

2 52
5

1 2 5
2

ab
a b c a b c

c

مثال 10

عبارت‏هاي زير را به صورت مجموع يا تفاضل چند لگاريتم بنويسيد و در صورت امكان ساده كنيد 
:)x , y , z < 0(

)log )الف ) log log log× = + = +6 3 6 35 10 5 10 6 5 3

log )ب log log log log log log log= + + − = + + −
2 5

2 5 4
4

10 10 1 2 5 4x y
x y z x y z

z

1 حاصل لگاریتم‎های زیر را به دست آورید.
log )الف    log− =5 5200 2
log )ب  log log log+ − + =

112 2 2 36 125
2

.) , , >0b c x 2 عبارت های زير را به صورت یک لگاريتم بنويسيد ) 

log ) الف log log+ − =
14 6 5
2

b c

log )ب  log− =2x x

اكنون كه با مفهوم لگاريتم و برخي از خواص آن آشنا شده ايد به سؤال صفحه بعد كه توسط كيي از 
هنرجويان مطرح شده است دقت كنيد:

نکته

کار در کلاس6
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مریم گفت: در ماشين حساب ها معمولاً كليد لگاريتم در مبناي 10 وجود دارد. آيا راهي وجود دارد كه 
لگاريتم در مبناي غير از 10 را نيز با استفاده از اين ماشين حساب ها به دست آورد؟

دبیر گفت: در پديده هاي واقعي معمولاً لازم است لگاريتم اعداد در مبناي غير از 10 را به دست آوريم،  
محاسبة لگاريتم اين اعداد بدون استفاده از ماشين حساب كار ساده اي نيست.

مریم گفت: آيا راهي براي محاسبة مقدار اين لگاريتم با استفاده از ماشين حساب وجود دارد؟ 
لگاريتم  براي محاسبة  لگاريتم آشنا خواهيد شد،  از  با خاصيت ديگري  انجام فعاليت زیر  با  دبیر گفت: 

اعداد در هر مبنا بهك مك ماشين حساب از اين خاصيت مي توان استفاده كرد.

1 جدول زیر را کامل كنيد.

log  ab
log
log

b
a

logalogbab

2.................................10100

1
2...........2...........10010

......................1...........1010

3
2.................................1001000

 loglog
log

=a
b

b
a

2 با مقايسة اعداد دو ستون آخر چه نتيجه ای می گیرید؟ چه رابطه ای بین 
وجود دارد؟ 

.............................................................................................................................................................................................

فعاليت )7( نشان مي دهد که لگاریتم یک عدد در مبنای غیر از ١٠ را می توان به صورت تقسیم 
لگاریتم دو عدد در مبنای ١٠ نوشت، در حالت کلی داریم: 

loglog
log

=a
b

b
a

برای a,b > 0 و a ≠ 1 داریم: 

با استفاده از خاصيت بالا، محاسبة لگاريتم اعداد در هر مبنایی با استفاده از ماشین حساب هایی که 
فقط قابلیت محاسبۀ لگاریتم در مبنای ١٠ را دارند، امکان پذیر می باشد. 

گفتگو

فعالیت 7

نکته
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مثال 11 
براي محاسبة log35 به كمك ماشين حساب داريم: log5 ≈ 0/7 و log3 ≈ 0/47 بنابراين :

	log /log /
log /

= ≈ ≈3
5 0 75 1 48
3 0 47

استفاده ازماشین حساب
 با استفاده از ماشین حساب حاصل log58 را 

به دست آورید:
8 ÷ 5 loglog =

کار در کلاس7
حاصل هر كدام از قسمت های زیر را به صورت یک لگاریتم بنویسید. 

log )الف
log

4
3

    
                         
    log53 + ٢ )ب                        
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1 عبارت های زیر را به صورت یک لگاریتم بنویسید و در صورت امکان ساده کنید. 

log )الف log+ =5 2 

	
log )ب log− =4000 4 

	
log )پ  log+ =2 50 2 2 

	
log )ت log− =5 x y

	
log )ث log log log log+ − − + =23 2 4 a b z a

	
+log )ج =44 3

	
−log )چ =34 5

2 اگر log2 ≈ 0/301 و log3 ≈ 0/477 حاصل عبارات زير را به دست آوريد.
log4 )الف log6 )ب	 log18 )پ	 __ ٢log )ت	

3
log5 )ث	 log45 )ج	 	

3 درستي تساوي های زیر را بررسی کنید. 
log )الف

log =10 1
100 10

 2 = log10002(log1000) )پ    log100 + log 0/01 = 0 )ب    

4 الف( با استفاده از ماشين حساب، تقريب اعشاري اعداد log20 و log30 و log600 را تا دو 
رقم اعشار به دست آوريد. آيا تساوي log(20×30) = log20× log30 برقرار است؟ 

 ب ( به كمك قسمت )الف( درمربع  علامت مناسب ≠ يا = را قرار دهيد:  
 

»log(a ×b)  loga ×logb« :در حالت كلي داریم  b و a براي اعداد مثبت

5 باكتري هايي را در نظر بگيريد كه وزن آنها پس از 1 واحد زماني 2 برابر مي شود. با استفاده 
از ماشين حساب تعيين كنيد پس از چند واحد زماني وزن اين باكتري ها 20 گرم خواهد شد؟

مسائل
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اندازه‌گيري  به  آن  در  که  است  انسان‌سنجي  يا  مردم‌سنجي  معنای  به   )Anthropometry( آنتروپومتري 
مي‌شود.  پرداخته  مردمان  فيزيكي  دسته‌بندي  و  تفاوت‌ها  شناسايي  به منظور  انسان  بدن  مختلف  بخش‌هاي 
اين  اولیۀ  كاربرد  دارد.  وجود  انسان  بدن  اعضاي  مختلف  بخش‌هاي  اندازۀ  با  ارتباط  در  مختلفي  نظريه‌هاي 
اندازه‌گيري‌ها در مردم‌شناسي جسماني يا ديرين مردم‌شناسي بود تا از اين طريق به درك بهتري از طبقه‌بندي 

انسان‌ها برسند. بررسي تخصصي جمجمه يا جمجمه‌سنجي نيز شاخه‌اي از اين دانش است. 
طرح‌هايي از اندازه‌گيري بخش‌هاي بدن انسان در دفترچۀ خاطرات لئوناردو داوينچي نيز ديده مي‌شود.

از سال‌هاي دهۀ 1950 ميلادي، مهندسيِ آنتروپومتري با هدف اندازه‌گيري، تحليل و بهك‌ارگيري اندازۀ بخش‌هاي 
مختلف بدن انسان، براي طراحي و ارزيابي محصولات، ابزار و محيط‌هاي كاري معرفي شد. امروزه مردم‌سنجي در 

زمينه‌هاي طراحي صنعتي، طراحي پوشاك، ارگونومي و معماري كاربردهاي بسياري دارد.

پودمان پنجم
آمار توصیفی

https://www.roshd.ir/211141-5
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خط بهترين برازش

علي در كارگاه پيراهن‮دوزي مردانه‌ مشغول كار است. او پارچه ها را براي برُِش آماده ميك‌ند. روزی امير، 
مسئول كارگاه، وارد شد. ‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬

امير گفت: علي صبر كن. برش‌ها را متوقف كن. باز هم مرجوعي داريم.
علي گفت: دوباره چه اشكالی پیش آمده؟

امير گفت: مثل دفعه‌هاي قبل. يكي مي‌گويد يقه‌اش اندازه است ولی مچ آن تنگ است و دیگری می گوید 
مچ اندازه است ولی یقه اش تنگ است. بالاخره نفهميديم بايد با اندازه چه كسي كار كنيم! ولي بايد فكري 

كرد. اگر همين‌طور پيش برويم، مشتري‌هايمان را از دست مي‌دهيم.‌ 

علي گفت: اين جدول اندازه‌هايي است كه معمولاً طبق آن برش مي‌زنم. 

46485052سایز

45454545قد بالا تنه

21222324نصف کارور پشت

21222324نصف دور پشت

52+506+486+466+6نصف دور سینه

36384042دور گردن

75767778قد پیراهن

38404244کادر آستین

60606161قد آستین

23242526دور مچ
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امير گفت: ظاهراً اين اندازه‌ها مناسب نسل جديد ما نيست. بايد فكري كرد.
علي گفت: يعني بايد برويم پسرهاي شهر را رديف كنيم و دور گردن و دور مچ دستشان را اندازه بگيريم؟! 

امير گفت: اگر برای نجات کسب و کارم مجبور به این کار شوم، شايد هم بله!
فكر ميك‌نيد آيا امير مجبور به انجام چنین کاری می شود؟ اصولاً در وضعيت‌هاي مشابه آیا امكان دارد 

كه همۀ افراد جامعه را اندازه‌گيريك نيم؟ در چنين وضعيت‌هايي شركت‌هاي توليدي چه ميك‌نند؟ 
فعاليت زير به شماك مك ميك‌ند تا فرايندي راك ه توليدكنندگان بزرگ طي ميك‌نند بهتر دركك نيد.

نظريه‌اي وجود داردك ه نشان می دهد بين اندازۀ دور مچ دست و اندازۀ دور گردن افراد ی ک
رابطۀ خطی وجود دارد. توليدكنندگان با داشتن اين رابطه مي‌توانند اندازه‌هاي مناسبي براي 
اندازه دور  با فرايند پيداك ردن اين رابطه،  محصولات خودشان در نظر بگيرند. براي آشنايي 

گردن و دور مچ دست 15 نفر در جدول زير آورده شده است. 

)cm برحسب y( اندازۀ دورگردن)cm برحسب x( اندازۀ دور مچ

33/514/8

3315

35/215/4

34/215/7

33/716/1

32/216/2

35/516/2

35/816/2

36/416/3

37/316/7

35/516/9

36/617/1

38/517/2

46/817/6

38/317/8

فعالیت 1
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در صفحۀ مختصات زير، نقطه‌هايي مشخص شده است كه طول هر نقطه، نشان دهندۀ اندازۀ 
دور مچ و عرض آن نشان دهندۀ اندازۀ دور گردن یک نفر است.  

)cm( اندازۀ دور مچ

)c
m

ن )
رد

ر گ
دو

زۀ 
دا

ان

1 آيا نقاط، روي يك خط راست قرار دارند؟ 

2 خطي )به‌طور تقريبي( رسم كنيد كه تا حد ممكن با نقاط مشخص شده در صفحه، كمترين 
فاصله را داشته باشد. سعي كنيد نيمي از نقاط در بالاي خط و نيمی ديگر زير خط و با فاصلۀ 

کیسان از خط قرار گيرند.

3 اطلاعات جدول صفحۀ قبل را در excel وارد كنيد و طبق دستورالعمل صفحۀ 120، به كمك 
excel خطي رسم كنيد كه كمترين فاصله را با نقاط مشخص شده روي صفحه داشته باشد.

 excel اندازۀ دور گردن باشد، معادلۀ خط رسم شده را به كمك y اندازۀ دور مچ و x 4 اگر
طبق دستورالعمل صفحه 120 پيدا كنيد.

5 ستون ʹy  را  با دو رقم اعشار كامل كنيد. )ʹy اندازه دور گردن به كمك معادلۀ خط است.(
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eʹ2:خطا
eʹ=y -yʺ

yʺe2:خطا
e = y -yʹ

yʹ  اندازۀ دورگردن
)cm برحسب y(

اندازۀ دور مچ
)cmبرحسب x(

0/410/6432/862/4+1/5531/9533/514/8

3315

1/651/2933/912/521/5933/6135/215/4

0/06-0/23534/440/06-0/2534/4534/215/7

33/716/1

9/67-3/1135/3113/22-3/6435/8432/216/2

0/040/1935/310/12-0/3435/8435/516/2

0/240/4935/310-0/0435/8435/816/2

36/416/3

37/316/7

35/516/9

0/08-0/2936/863/02-1/7438/3436/617/1

38/517/2

50/017/0729/7346/817/6

0/040/1938/113/94-1/9940/2838/317/8

6 آيا مقادير به‌دست‌آمده بهك مك معادلۀ خط، با مقادير اندازه‌گيري شده برابرند؟ چرا؟

7 ستون خطا )e(، اختلاف مقدار واقعی و مقدار تخمین زده شده راك املك نيد.

8 به کم کدستور Σ در excel مجموع خطاها )ستون e( را به دست آوريد. آیا این عدد مجموع 
واقعی خطاها را نشان می دهد؟ چرا؟

9 مجموع مجذور خطاها را به دست آوريد.

10 فكر ميك‌نيد چرا مجذور خطاها را به‌دست مي‌آوريم؟
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ستون  در  کنید.  باز   excel در  کاربرگ  یک 
در  و  x ها(  )محور  مچ  دور  اندازه های  اول 
)محور  گردن  دور  اندازه های  دوم  ستون 
نمودار،  رسم  به منظور  کنید.  وارد  را  y(ها 
منوی از  گرفته،  را  ستون  دو    اطلاعات 
سپس  و  نمودار(   chart type ،insert )نوع 

scatter )پرَاکَنش( را انتخاب کنید.

بهترين  خط  معادلۀ  كردن  پيدا  به منظور 
كليك  راست  نقطه‌ها،  از  يكي  روي  برازش، 
كنيد و گزينۀ Add TrendLine را انتخاب 
گزينه مي‌شود،  باز  كه  پنجره‌اي  در  و  كنيد 
را   Display Equation on Chart

انتخاب كنيد.

در آمار، نموداري را كه در فعالیت )1( رسم كرديد، نمودار پرَاكَنش مي‌نامند. خطي كه در فعاليت   )1( به كمك 
excel رسم شد، خط بهترين برازش نام دارد. اين نام گذاري به اين دليل است كه اين خط، بهترين رابطۀ خطی 
ممکن بين دو كميت »اندازۀ دور مچ« و »اندازۀ دور گردن« را نشان مي‌دهد. شيب مثبت خط نشان مي‌دهد كه 
با افزايش اندازۀ دورمچ، اندازۀ دور گردن نيز افزايش مي‌يابد. از نمودار پراكنش و خط بهترين برازش براي بررسي 
رابطۀ بين دو كميت استفاده مي‌شود. در نمودار فعالیت)1(، هر نقطه در صفحه مختصات، نشان‌دهندۀ اندازۀ دور 

مچ دست )طول نقطه( و اندازۀ دور گردن )عرض نقطه( يك نفر است.
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نمودار پراكنش دو کمیت، مجموعه‌اي از نقاط در صفحۀ مختصات استك ه طول و عرض هر 
نقطه، داده‌هاي مربوط به اندازه‌گيري های متناظر دوك ميت است.

ادريان لژاندر در سال 1805 با یافتن ضريب زاويه و عرض از مبدأ آن خط، روشي براي رسم خط 
بهترين برازش پيداك رد. او در اين روش سعيك رد تا مجموع مجذور خطاهاي بين مقدار واقعي و مقدار 
محاسبه شده،ك مترين مقدار شود. خط به دست آمده با این روش را خط بهترين برازش و  این روش 
اینکه  را روش كمترين مجذورات می‮نامند. همان طورك ه در فعاليت )1( مشاهدهك رديد، به دلیل 
مقادیر خطاها مثبت یا منفی هستند )خطا زمانی صفر است که نقطه دقیقاً روی خط قرار داشته باشد( 
مجموع خطاها، مقدار خطای واقعی را نشان نمی دهد. به همين دليل مجموع مجذور خطاها را به‌دست 
مي‌آوريم تا علامت ها خطاها تأثيرگذار نباشد. براي رفع اين مشكل مي‌توان از قدر مطلق خطاها نيز 
استفادهك رد، ولي به دليل دشواري انجام محاسبات با قدر مطلق، از مجذور خطاها استفاده ميك‌نيم.

تعریف
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Outlier ـ1

/ راك ه با بقيۀ داده‌ها تفاوت قابل ملاحظه‌اي دارد، دادۀ پرَت1 مي‌‌نامند. معمولاً 
/

 
 
 

17 6
46 8

در آمار، نقطۀ 

اگر داده‌هاي پرت را از داده‌ها خارجك نيم درك بهتري از وضعيت به‌دست مي‌آوريم.‬‬‬‬‬‬‬
و  ما می دهد،  به  دو کمیت  بین  را  مناسبی  رابطۀ خطی  برازش،  بهترين  موارد خط  از  بسیاری  در 
در  پيش‌بيني‌ها  اين  از  و  پيش‌بيني  را  کمیت ها  این  بین  متناظر  مقدارهای  می توان  آن  طریق  از 
برنامه‌ريزي‌ها استفادهك رد. معمولاً توليدكنندگان، از اين روش براي توليد محصولاتيك ه براي عموم 

عرضه مي‌شود، استفاده ميك‌نند.

فعالیت 2

/ را از داده‌هايتان 
/

 
 
 

17 6
46 8

1 در فعالیت )١( با حذف سطر مربوط به 17/6)در ستون اول (، نقطۀ 

خارجك نيد؛ و خطي رسمك نيدك هك مترين فاصله را با نقاط داشته باشد.

2 ستون ʺy را با دو رقم اعشارك املك نيد. )ʺy اندازه دور گردن بهك مك معادلۀ جديد خط است.(

3 ستون ʹe راك املك نيد. 

y به‌دست آوريد و با جواب قسمت  4 مجموع مجذور خطاها را براي مقادير به‌دست آمده براي̋ 
١٠ در فعالیت )١( مقايسهك نيد. 

5 فكر ميك‌نيدك دام خط براي پيش بینی مناسب تر است؟ چرا این اتفاق می افتد؟
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مثال 1
دري ك مطالعه، تأثير مصرفي ك داروي خاص برك اهش وزن، بررسي شده است. وزن اوليه و وزن 

نهايي 15 شركتك‌ننده در اين مطالعه برحسب کیلوگرم در جدول زیر نشان داده شده است. 

وزن اولیهوزن نهایی

8183

8182

6870
7573
7070
7885
7277
7472
6065
7078
8075
8683
6466
8090
8087

نمودار پراكنش و خط بهترین برازش داده‌هاي بالا به شكل زير است.

وزن اولیه

یی
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ن ن
وز

0 20 40 60 80 100

10

20

30

40

50

60

70

80

90

100

x

y



124

از روي نمودار مي‌توان پيش‌بينيك ردك ه اگر فردي با وزن 72يك لوگرم از اين دارو استفادهك ند، پس 
از  زمان تجويز شده براي مصرف، 71يك لوگرم خواهد شد.

مثال 2
كدام  در  است.  کمیت  دو  بین  متناظر  مقادیر  نشان دهندۀ  نقطه  هر  زير،  نمودارهاي  در 
نمودارها، بين این دو كميت‌ رابطه ای وجود دارد؟ رابطۀ بين این دو كميت‌ را در هر نمودار، 

از لحاظ افزایشی یا کاهشی بودن کیی بر حسب دیگری، توصيف كنيد.

الف ب پ

همان طورك ه مشاهده مي شود، نقاط مشخص شده در نمودار )الف(، رويي ك خط راست قرار دارند و 
با افزايش مقادير روي محورxها، مقادير روي محور yهاك اهش ميي‌ابد. نقاط مشخص شده در نمودار 
)ب(، رويي ك خط راست قرار ندارند ولي با افزايش مقادير روي محورxها، عموماً مقادير روي محور 
yها افزايش ميي‌ابد. در اين وضعيت مي‌توان رابطه بين دوك ميت را به طور تقريبي با خط نشان داد.  
با دقت روي نقاط مشخص شده در نمودار )پ(، متوجه مي‌شويمك ه تغييرات مقادير روي محور xها 
هيچ‌گونه اطلاعاتي درباره تغييرات مقادير روي محور yها به ما نمي‌دهد. در اين وضعيت احتمالاً بين 
دوك ميت رابطه ای وجود ندارد. دقت پیش بینی از روي نمودار )الف( بيشتر از دقت پيش‌بيني از روي 

نمودار )ب( است.
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برخي از هنرآموزان عقيده دارندك ه درصد قبولي هنرجويان دري كك لاس با تعداد هنرجويان 
درك لاس رابطه دارد. جدول زیر تعداد هنرجويان درك لاس‌هاي مختلفي ك هنرستان و درصد 

قبولي آنها در امتحان پايان سال را نشان مي‌دهد. 

تعداد هنرجویان در کلاسدرصد قبولی

8010

6015

5030

8012

5025

5024

7015

7060

4028

8012

1 نمودار پراكنش را رسمك نيد.
2 خط بهترين برازش را رسمك نيد. 

3 پيش‌بيني ميك‌نيد چند درصد از هنرجويان دري كك لاس 40 نفره قبول مي‌شوند.

 )اطلاعـات مربوط بهي ـكك لاس 60 نفره(ي ك دادۀ پـرت 
 
 

60
70

4 برخي عقيده دارند نقطۀ 

 )مربوط بهي ك وضعيت غير معمول( است. فكر ميك نيد اگر در تحليل خود اين داده راك نار 
بگذاريد، بهتر استي ا خير؟ توضيح دهيد چرا؟

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

5 اين داده را خارجك نيد و پاسخ سؤال )3( را مجدداً به‌دست آوريد.
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

کار در کلاس1
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درك  دام  است.  کمیت  دو  بین  متناظر  مقادیر  نشان دهندۀ  نقطه  هر  زير،  نمودارهاي  در   1
نمودارها، بين این دوك ميت‌ رابطه ای وجود دارد؟ رابطۀ بين این دوك ميت‌ را در هر نمودار، از 

لحاظ افزایشی یا کاهشی بودن یکی بر حسب دیگری، توصيفك نيد.
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2 نمودار زير رابطۀ بين مدت زمانيك ه فرد رانندگي ميك‌ند و مسافت باقی مانده تا مقصد را 
نشان مي‌دهد.

-10 10 20 30 40 50 60 70 80 90 1000

10
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40

50

x

y

نشان مي‌دهد؟  را  بالا  پراكنش  نمودار  براي  برازش  بهترين  زير، خط  نمودارهاي  از  كدامي ك 
توضيح دهيد.
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3 جدول روبه‌رو طول قد و فاصلۀ نوك دو انگشت وسط 
20 نفر را )در حالتيك ه دست‌ها از طرفينك املًا باز است( 

برحسب سانتي‌متر نشان مي‌دهد.
الف( نمودار پراكنش اين داده‌ها را رسمك نيد.

ب( آيا رابطه‌اي بين طول قد و فاصلۀ نوك دو انگشت وسط 
افراد ديده مي‌شود؟ توضيح دهيد. 

پ( خط بهترين برازش را رسمك نيد و معادلۀ آن را به‌دست 
آوريد.

ت( بهك مك معادلهي ا نمودار، با داشتن طول قد خودتان، 
فاصلۀ نوك دو انگشت وسط خودتان را تخمين بزنيد.

ث( فاصلۀ نوك دو انگشت وسط خودتان را اندازه بگيريد. 
آيا با مقدار تخمین زده شده تفاوت دارد؟ اگر بله، توضيح 

دهيد چرا؟
4 سينا مي‌گويد: اگر رياضي شما خوب باشد، علوم شما 
نيز خوب است. علي مي‏خواهد درستي اين گفته را بررسي 
كند. به همين دليل نمرۀ رياضي و علوم 7 نفر را پرسيد. 
ثبت  زير  جدول  در  آورده  به‌دست  علي  داده‌هاييك ه 

شده    است.

طول قدفاصله بین نوک انگشتان

181180

154156

168168

148147

138131

160159

142154

154155

181178

175175

130135

175180

186178

158161

139139

148154

156156

154152

175170

152156

نمره رياضي86/5101695/517

نمره علوم109111510815

الف( نمودار پراكنش اين داده‌ها را رسمك نيد.
ب( آيا با گفتۀ سينا موافق ايد؟ دلیل خود را توضيح دهيد.

پ( خط بهترين برازش را رسمك نيد.
ت( پيش‌بيني ميك‌نيد نمرۀ علوم دانش‌آموزي که در آزمون رياضي 14 شده است، چند باشد؟
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5 جدول زير، نمرات رياضي و زبان 10 دانش‌آموز را نشان مي‌دهد. 

نمره رياضي8131417121394/519

نمره زبان991312218186810

الف( نمودار پراكنش اين داده‌ها را رسمك نيد. )طول هر نقطه نمرۀ ریاضی و عرض هر نقطه 
نمرۀ زبان ی کدانش آموز است(.

را  بين نمرۀ رياضي و نمرۀ زبان دانش‌آموزان رابطه‌اي مشاهده ميك‌نيد؟ دلیل خود  آيا  ب( 
توضيح دهيد.

پ( خط بهترين برازش را رسمك نيد و بهك مك معادلۀ آن وي ا نمودار، نمرۀ زبان دانش‌آموزي 
راك ه در آزمون رياضي 15 گرفته است، پيش‌بينيك نيد.

ت( نقطه های نشان دهندۀ نمرۀ رياضي و زبانك دام دو دانش‌آموز با نمرات بقيۀ دانش‌آموزان 
هماهنگي ندارد؟ 

ث( اين دو داده را از داده‌هايتان حذفك نيد و خط بهترين برازش را رسمك نيد و اين‌بار نمرۀ 
زبان دانش‌آموزي راك ه در آزمون رياضي 15 گرفته است، پيش‌بينيك نيد.

قد )سانتی متر(سایز کفش

44175

43182

40170

44173

42170

46185

46177

43172

42165

42178

44175

46183

دلیل  دارد؟  وجود  پيش‌بيني شما  دو  بين  تفاوتي  آيا  ج( 
خود را توضيح دهيد.

6 جدول مقابل داده‌هاي مربوط به اندازۀك فش و قد  12 
مرد را نشان مي‌دهد.

بهك مك  را  برازش  بهترين  خط  و  پراكنش  نمودار  الف( 
excel رسمك نيد.

او  اندازۀك فش مردي راك ه قد  از نمودار،  با استفاده  ب( 
180 سانتي‌متر است پيش‌بينيك نيد.

اندازۀ 58 سانتی متر پيدا  به  پايي  باستان‌شناسان رد  پ( 
كرده‌اند. پيش‌بيني ميك‌نيد طول قد اين انسان چقدر بوده 

است؟
7 دانش‌آموزي براي توصيف داده‌هايش، نمودار پراكنش را 
اولين  برازش،  بهترين  نمودن خط  براي رسم  او  رسمك رد. 
نقطه و آخرين نقطه را به هم وصلك رد. آيا او خط بهترين 
برازش را درست رسمك رده است؟ دلیل خود را توضيح دهيد.
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فعالیت 3

 درون‌يابي و برون‌يابي

پس از آنكه علي و امير رابطۀ بين اندازۀ مچ دست و دور گردن نمونۀ 15 نفري خودشان را بررسي كردند.
امير پرسيد: اگر بخواهيم براي افرادي كه اندازۀ دور گردنشان خيلي بيشتر است پيراهن بدوزيم، از چه 

اندازه هایی باید استفاده کنیم؟
علي گفت: چطور است خط بهترين برازش را ادامه ‌دهيم و از روي آن اندازۀ دور مچ را تخمين بزنیم.

امير گفت: فكر نميك‌نم هر چقدر دلمان بخواهد، بتوانيم خط را ادامه دهيم.
علي پرسيد: چرا؟

امير گفت: فرض كن بين وزن و سن افراد هم رابطه‌اي وجود داشته باشد، آن وقت مي‌داني وزن يك آدم 
90 ساله چقدر زياد مي‌شود؟

پس از یافتن خط برازش، این سؤال قابل طرح است که خط برازش در چه محدوده ای اعتبار دارد؟ آيا 
پس از مدل سازي رابطۀ بين دوك ميت براي نمونه‌اي مشخص، مي‌توان اين رابطه را براي تمام جامعه 
تعميم داد و از آن مدل، براي همۀ اعضای جامعه استفاده کرد؟ اين سؤالي استك ه برنامه‌ريزان نيز از 

خود مي‌پرسند. براي پاسخ به اين سؤال فعاليت زير را انجام دهيد. 

برخي تحقيقات در حوزۀ بانكداري نشان مي‌دهند بين نرخ سود بانكي و ميزان سرمايه‌ايك ه بانك 
جذب ميك‌ند همبستگي وجود دارد. یکی از بانك ها، ميزان سرمايۀ خود را در زمان‌هاي مختلف 

كه سود بانكي مختلفي پرداخت ميك‌رده است، بررسي و در جدول زیر ثبتك رده است.

نرخ سود بانکی )درصد(سرمایه )میلیون تومان(

2510
268
219
1511
1711
1911
2710
269
317
366
396
405

گفتگو
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1 بهك مك excel خط بهترين برازش را براي اين اطلاعات رسمك نيد.

2 اگر نرخ سود 10/5 درصد تعيين شود، مقدار سرمايۀ جذب شده را پيش‌بينيك نيد.
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

3 اگر نرخ سود به 12 درصد افزايشي ابد، مقدار سرمايۀ جذب شده را پيش‌بينيك نيد.
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

4 اگر نرخ سود به 18 درصد افزايشي ابد، مقدار سرمايۀ جذب شده را پيش‌بينيك نيد.
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

5 درك دام حالت پيش‌بيني شما به واقعيت نزديك‌تر خواهد بود؟ توضيح دهيد.
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

در وضعيت بالا در جدول داده ها، مقادير درصد سود پرداختي )x( در بازۀ بستۀ ]5,11[  قرار دارد. 
در قسمت )2( مي‌خواهيم سرمایۀ جذب شده با پرداخت 10/5 درصد سود را پیش بینی کنیم. توجه 
داشته باشيدك ه 10/5 در بازۀ تغییرات x قرار دارد. ولی در قسمت های )3( و )4( مي‌خواهيم سرمایۀ 
جذب شده را براي درصد سودهای پرداختي خارج از اين بازه پيش‌بينيك نيم. پيش‌بيني‌هايي مانند 

وضعيت )2( را درون‌يابي و پيش‌بيني‌هايي مانند وضعيت‌هاي )3( و )4( را برون‌يابي مي‌نامند.
در بروني‌ابي هرچه از ابتداي ا انتهاي بازه دورتر شويم، ممكن است پيش‌بيني‌ها با خطاهاي زياد همراه 

و حتي غير واقعي شوند.

بازه،  xها دري ك  از  اين دوك ميت براي برخي  اگر مقادير  y دوك ميت مرتبط هستند.  x و 
مشخص باشد، پيش‌بيني مقادير y به ازاي x هاي مشخص در اين بازه بهك مك خط برازش 
را درون‌يابي و  پيش‌بيني مقادير y به ازاي x هاي مشخص در خارج از اين بازه را برون‌يابي 

مي‌نامند.

تعریف
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مثال 3
نمودار زير میزان رشد گیاه را پس از 5 روز نشان می دهد. مي‌خواهيم طول گياه را بعد از 10 روز 

پيش‌بينيك نيم.

با توجه به اينكه بعد از مدتي، معمولاً رشد طولي متوقف مي‌شود وي ا ميزان افزايش طول در واحد 
زمانك اهش ميي‌ابد، پيش‌بيني طول گياه با استفاده از اين نمودار بعد از 10 روز )بروني‌ابي(، ممکن 

است دقيق نباشد.

میزان مصرف اکسیژن توسط خرچنگ ها و دمای آب با هم رابطه دارند. نرخ مصرف اكسيژن 
نوعي خرچنگ در زير آب در جدول زير آورده شده است.

5/51012/51517/520)˚C ( دما

نرخ مصرف اكسيژن 4/55/59121723
١)Mmol / Kg / Min (

1 نمودار پراكنش و خط بهترين برازش این داده ها را رسمك نيد.

زمان )برحسب روز(

ر(
 مت

تی
سان

ب 
س

رح
ه )ب

گیا
ل 

طو

١ـ خوانده شود میلی مول بر کیلوگرم بر دقیقه 

کار در کلاس2

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 130

2

4

6

8

10

12

14

x

y
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 14 Mmol / Kg / Min 2 بهك مك نمودار، مقدار تقريبي دما را در حالتيك ه نرخ مصرف اكسيژن
است، پيداك نيد.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

3 بهك مك معادلۀ خط بهترين برازش، نرخ مصرف اكسيژن اين خرچنگ را در زير آب در 
دماهاي C ،17˚C ،0˚C˚50 و C˚150 پيش‌بينيك نيد. 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

4 براي پيش‌بيني‌ مقدار اكسيژن دركدام دماها از دروني‌ابي و  برايك دام دماها از بروني‌ابي 
استفادهك رديد؟

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

5 پيش‌بيني‌ درك دام وضعيت با خطاي زياد همراه وي ا آنکه غير واقعي است؟ توضيح دهيد.
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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1 مهرناز مي‌خواهد آزمايشي انجام دهدك ه بهك مك آن، تأثير نور را بر سرعت غذاسازی توسط 
گياه از طريق فتوسنتز بررسيك ند.

مهرناز لامپ را در 100 متري گياه قرار داد و تعداد حباب‌هايي راك ه توسط گياه دري ك دقيقه 
توليد شد شمرد. سپس لامپ را نزديك‌ترك رده و در هر حالت، تعداد حباب‌هاي ايجاد شده 

توسط گياه در دقيقه را شمرد. او نتايج را در جدول زیر  ثبتك رد.

فاصلۀ لامپ از گیاه برحسب مترتعداد حباب ها در دقیقه

10100

2080

2870

3260

3740

3720

الف( نمودار پراكنش و خط بهترين برازش را براي اين داده‌ها رسمك نيد.
ب( با استفاده از نمودار، جملۀ زير راك املك نيد:

هر چه فاصلۀ لامپ از گياه ............... باشد، سرعت فتوسنتز .............. است.
پ( اگر لامپ در 10 سانتي‌متري گياه‌ قرار داشته باشد، تعداد حباب‌ها در دقيقه را پيش‌بينيك نيد.
ت( اگر لامپ را در 2 سانتي‌متري گياه قرار دهيم، براي پيداك ردن تعداد حباب‌هاييك ه گياه 
از بروني‌ابي استفاده ميك‌نيمي ا دروني‌ابي؟ فكر ميك‌نيد در اين وضعيت اين  توليد ميك ند 

پيش‌بيني چقدر درست باشد؟

2 ايمان براي شركت در مسابقات دو 100 متر، تمرين ميك‌ند. جدول زير، زمان به پايان 
رساندن مسير را بر حسب ثانيه در پايان هر هفته تمرين نشان مي‌دهد.

تعداد هفته‌هاي تمرينزمان به پايان رساندن مسير

131

122

11/53

11/254

115

مسائل
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الف( نمودار پراكنش و خط بهترين برازش را براي اين داده‌ها رسمك نيد.
ب( بهك مك نموداري ا معادلۀ خط بهترين برازش، زمان به پايان رساندن مسير توسط ايمان 

پس از 14 هفته را پیش بینیك نيد.
پ( آيا پيش‌بيني شما درست است؟ براي پاسخ به اين سؤال ركورد جهاني دو 100 متر مردان 

را از اينترنت پيداك نيد.
ت( براي اين پيش‌بيني از دروني‌ابي استفادهك رديدي ا بروني‌ابي؟ آيا پاسخ به‌دست آمده معنادار 

است؟ توضيح دهيد چرا؟

تا سال  از سال 1948  را  تابستاني  المپيك  در  تعدادك شورهاي شركتك‌ننده  زير  3 جدول 
2000 نشان مي‌دهد.

سالتعداد كشورهاسالتعداد كشورها

921976591948

801980691952

1401984721956

1601988831960

1691992931964

19719961121968

19920001211972

الف( نمودار پراكنش و خط بهترين برازش را براي اين داده‌ها رسمك نيد.
ب( بهك مك معادلۀ خط بهترين برازش، تعدادك شورهاي شركتك‌ننده در المپيك 2004 و 

المپيك 2016 را پیش بینی کنید.
پ( با مراجعه به اينترنت، تعدادك شورهاي شركتك‌ننده در سال 2004 و سال 2016 را پيدا 
كنيد. اين تعداد را با پيش بيني‌هاي خودتان مقايسهك نيد. در صورت وجود اختلاف، توضيح 

دهيد چرا اين اختلاف وجود دارد.
ت( بهك مك معادلهي ا نمودار، تعدادك شورهاي شركتك‌ننده در سال 2028 را پيش‌بينيك نيد. 

آيا اين پيش‌بيني معنادار است؟ دلیل خود را توضيح دهيد.
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میانه

عموی طاها حسابدار کی شرکت خصوصی بود. طاها پس از مصاحبۀ استخدامي، قرار شد در آن شرکت 
پانصد هزار  و  را کی میلیون  به کار شود. مدیر عامل شرکت حقوق طاها  به عنوان مسئول فنی مشغول 

تومان در نظر گرفت. 

فعالیت 4

گفتگو

عنوان شغلیمیزان حقوق به میلیون تومان

مدیر عامل5/8
معاون3/2
کارمند قراردادها1/7
روابط عمومی1/3
حسابدار1/8
مسئول فناوری1/2
بایگانی1
منشی1/1
نگهبان0/9

بودید  گفته  من  به  قبلًا  گفت:  عمویش  به  طاها 
تومان  میلیون   2 این شرکت  افراد  میانگین حقوق 

است، فکر نمی کنید حقوق من کم باشد؟ 
کارکنان  حقوق‌  ليست  به  اگر  گفت:  طاها  عموی 
شما  به  كه  حقوقي  كه  مي‌شوي  متوجه  كني،  نگاه 

پيشنهاد شده است، حقوق خوبي است.‬‬‬‬‬
به  با دیدن ليست حقوق کارکنان گفت: شما  طاها 

چه دلیلی می گویید که حقوق من خوب است؟ 
عمویش گفت: حقوق شما از حقوق بیش از نیمی از 

کارکنان بیشتر است. 
طاها با تعجب گفت: چگونه می توانم حقوق خود 
جایگاه  بفهمم  و  کنم  مقایسه  دیگران  حقوق  با  را 

حقوق من در بین حقوق دیگران چگونه است؟ 

شما با انجام فعالیت زیر متوجه مي‌شويد که آماردان ها چگونه داده ها را با هم مقایسه می کنند.
 

1 داده‌هاي ارائه شده در ليست حقوق کارکنان  را از کم به زیاد مرتب کنید.‬‬‬‬‬
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

2 عددی را پیدا کنید که تعداد حقوق های قبل از آن، با تعداد حقوق های بعد از آن برابر باشد.
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

اگر حقوق کارکنان را از کم به زیاد مرتب کنیم، عدد 3/1 )ميليون( در وسط قرار می‮گیرد، یعنی 
تعداد حقوق‮های قبل از عدد 1/3 )ميليون( با تعداد حقوق های بعد از آن برابر است؛ این عدد را میانه 
می نامند. در ليست حقوقی مرتب شده، حقوقي که قرار است طاها بگیرد بعد از عدد 1/3 )ميليون( 
است که از حقوق نیمی از کارکنان بیشتر است. با دقت بيشتر متوجه مي‌شويمك ه اگر حقوق‌ها را از 

زياد بهك م نيز مرتب ميك‌رديم، همین نتيجه به‌دست مي‌آمد. ‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬
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پس از مرتب کردن مقادير داده‮ها، عددی را که تعداد داده‮های قبل از آن با تعداد داده‮های بعد تعریف
از آن برابر است میانه می‌نامند.‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬

میانگین داده ها 2 ميليون تومان است و این عدد نشان نمی دهد چه تعداد از داده ها بیشتر یا کمتر از 
آن است. می‮دانیم عدد میانگین ممکن است در بین داده ها نباشد؛ براي مثال، عدد دو میلیون تومان در 
ليست حقوق کارکنان نیست. همچنین به علت وجود داده پرت )حقوق مدير عامل 5/8  میلیون تومان 
است( در ليست حقوق، میانگین، خیلی بالا رفته است که تصوري اشتباه دربارۀ میزان دریافت حقوق 
کارکنان در ما ايجاد ميك‌ند؛ زيرا فقط 2 نفر حقوق بيشتر از ميانگين دارند و 7 نفر حقوقك متر از 

ميانگين دريافت ميك‌نند.‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬
میانگین و میانه، هر دو به توصیف وضعیت داده‮ها می‮پردازند و هر کدام ویژگی هایی از داده ها را بیان 

می کنند. ‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬

مثال 4
ساعت‮هایی را که علی در روزهایي ك هفته مطالعه کرده است به صورت زیر است:

8   ،     5    ،     1     ،    4   ،     3     ،    3     ،    2 		
براي پيداك ردن ميانه، ابتدا داده‮ها را به شکل زیر مرتب می کنیم.‬‬‬‬‬‬‬

1   ،     2    ،     3     ،    3   ،     4     ،    5     ،    8
عدد 3 میانه است. جایگاه این عدد مشخص می‮کند که تعداد داده های قبل از جایگاه عدد 3، با تعداد 

داده های بعد از آن، برابرند.‬‬‬‬‬‬‬

کنیم،  اضافه  هم  را  طاها  آن شرکت، حقوق  کارکنان  ليست حقوق  به  اگر  گفت:  دانش آموزان  به  دبیر 
میانگین و میانۀ آن، چه تغییری می کند؟ ‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬

سعید گفت: من حساب کردم، میانگین 59/1 ميليون می‮شود ولی برای به دست آوردن میانه، حقوق ها را 
که مرتب کردم داده‮ای در وسط ندیدم. ‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬

دبیر گفت: توجه کنید همانطور كه ممكن است ميانگين بين داده‌ها نباشد، میانه هم لزوماً در بین داده‮ها 
نیست. ‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬

سعید گفت: پس براي آنكه تعداد داده‌هاي بعد از ميانه با تعداد داده‌هاي قبل از ميانه برابر باشد، باید 
عددی بین 1/3 و 1/5 ميليون انتخاب کنیم. آیا فرقی نمی کند چه عددی را انتخاب کنیم؟ 

دبیر گفت: نه فرقی نمی کند ولی در اين صورت، ميانه به طور دقیق مشخص نخواهد بود. براي هماهنگي، 
طبق قرارداد، میانگین این دو عدد را به عنوان میانه انتخاب می کنند. 

سعید گفت: پس، میانه 1/4 ميليون است.

گفتگو
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مثال 5
مصرف شیر 10 خانوادۀ 4 نفره در ی کماه برحسب لیتر به صورت زیر است:

15   ،    5   ،    10   ،   3  ،   13  ،   11   ،   8   ،  4   ،   5  ،   14

8+ = میانه 10
2

 = 9 براي پيداك ردن ميانه، ابتدا داده های مسئله را مرتب می کنیم. 	

مثال 6 
تعداد نان مصرفي 7 خانواده در ی کهفته به صورت زیر است:

15   ،    14   ،    10   ،   14  ،   13  ،   13   ،   8

ميانۀ مصرف اين خانواده‌ها برابر با 13 است.

مثال 7 

دري ك مطالعه، 5 داده به دست آمده است. اگر 6 ، 12، 12 و 14 چهارتا از اين داده‌ها باشند، دادۀ 
پنجم را به‌گونه‌اي پيداك نيدك ه ميانگين و ميانۀ اين داده‌ها با هم برابر باشند.

چون 5 داده داريم، ميانه در جایگاه سوم قرار دارد. پس فرقي نميك‌ندك ه داده مورد نظر از 6ك وچك تر،ي ا 
بين 6 و 12،ي ا بين 12 و 14 وي ا از 14 بزرگ تر باشد؛ در هر صورت، ميانه 12 خواهد بود. فرض برابري 
ميانه و ميانگين نشان مي‌دهدك ه ميانگين هم برابر با 12 است. پس مجموع 5 داده بايد 60 = 12 × 5 

باشد.ي عني دادۀ پنجم برابر است با:  16 = )14+12+12+6( - 60
  

1 تعداد روزهای مسافرت چند خانواده به صورت مقابل است.   8 ، 3 ، 6 ، 4 ، 3 ، 7 ، 5 ، 2

میانه این داده‮ها را بنویسید. ‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬
2 اگر تعداد داده بدون تکرار و .................. )فرد / زوج( باشد، میانه در داده‮ها قرار ندارد.‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬

3 داده‮های زیر تعداد شركتك‌نندگان شهرهاي مختلف را دري ك مسابقه نشان مي‌دهد و میانۀ 
داده ها عدد 17 است. در دايره و مربع چه اعدادي مي‌توانند قرار بگيرند؟ چرا؟‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬

11  ،   12   ،   13  ،   13  ،   14  ،   15   ،          ،            ،   18  ،   19   ،  19   ،  20 ،   20

کار در کلاس3
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1 مثالي بزنيدك ه ميانه در بين داده‌ها نباشد و مثالي بزنيدك ه ميانه در بين داده‌ها باشد.

2 اگر همۀ داده‌ها 2 برابر شوند، ميانه چه تغييري ميك‌ند؟

3 در جلسه‌هاي تمرین‮ پرتاب نیزه، دو ورزشکار، پرتاب‮های مختلفی انجام داده‮اند. مسافت 
پرتاب شده توسط آنها بر حسب متر  به صورت زیر است:

70  ، 70 ، 55 ، 66  ، 58  ، 69 ، 66  ، 71 ، 63  ، 72 ، 60  ،  65   ،70  : ورزشکار اول
70 ،  68  ،  59  ، 58  ، 68  ،   65 ، 71  ، 65  ، 72  ،  70 ، 60  ، 75  : ورزشکار دوم

میانه پرتاب دو ورزشکار را با هم مقایسه کنید. توضيح دهيد در اين مسئله، ميانه چه چيزي را 
نشان مي‌دهد. عملکرد کدام ی کرا بهتر ارزیابی می کنید؟

4 داده‮های مقابل را در نظر بگیرید:           8   ،   5    ،   3    ‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬
الف( میانگین و میانۀ این داده ها را حساب کنید.

ب( در داده ها به جای عدد 8، عدد 90 را بنویسید و مجدداً میانگین و میانه را حساب کنید.
با توجه به تغييرات انجام شده در قسمت »ب«، به سؤال‌هاي زير پاسخ دهيد.

پ( با تغییر یکی از داده‮ها )میانه / میانگین( همواره تغییر می یابد.  ‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬
ت( میانه به کوچکی و بزرگی داده‮های قبل و بعد از خود بستگی )دارد / ندارد(.‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬

5 میانه نمرات دانش آموزان ی ککلاس 25 نفری، برابر 17 است. میانه چه اطلاعاتی درباره 
نمره‮های کلاس به شما می دهد؟ 

‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬  
6 میانۀ نمرات ریاضی در دو کلاس، 17 و 12 است. وضعیت نمرات دو کلاس را توصیف کنید. 

7 ميانگين 5 داده برابر با 17 و ميانۀ آنها 14 است. 5 عدد مثال بزنيدك ه اين شرايط را داشته 
باشند. اين مسئله چند جواب مي‌تواند داشته باشد؟

مسائل
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نمودار جعبه‏ای

در هنرستانی دو کلاس 16 نفری به نام‏های »تلاش« و »کوشش« بود که بین آنها آزمون هماهنگ درس 
ارائه در جلسۀ دبيران آماده  ریاضی برگزار شد. دبیران این دو کلاس نتایج کار هنرجویان خود را برای 
کردند. روز جلسه، مدیر از دبیران خواست نتایج این آزمون را گزارش کنند تا عملکردکلاس ها مشخص 

شوند. دبیران این دو کلاس، فهرست نمرات را به همراه میانگین و میانۀ نمرات به شکل زیر ارائه کردند:

کلاس تلاش: میانگین16  و  میانه  14/5               کلاس کوشش: میانگین 15 و میانه 16

	    	کلاس کوشش

نمرۀ هنرجویان

10
17
12
15
20
10
17
17
10
10
15
19
17
12
19
20

           کلاس تلاش

نمرۀ هنرجویان

18
14/5
18
14
19
9
14
19/5
14/5
19
18
14
13
14
14
19/5

مدیرگفت: درک عملکرد هنرجویان از طریق این فهرست دشوار است، بهتر است نموداری رسم شود تا 
درك بهتري داشته باشيم.

کیی از دبیرانی كه آمار درس مي‌داد گفت: بهتر است از نمودار جعبه ای استفاده کنیم. 
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شما با انجام فعالیت زیر می توانید با مفهوم نمودار جعبه ای و کاربردهای آن آشنا شوید. 

نمره‏های مرتب شدۀ درس ریاضی کلاس»کوشش« به صورت زیر است. 
10 ، 10 ، 10 ، 10 ، 12 ، 12 ، 15 ، 15 ، 17 ، 17 ، 17 ، 17 ، 19 ، 19 ، 20، 20

1 میانۀ نمره‏ها را با نقطه‌اي به نام M روی خط‌چين زیر مشخص کنید.
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

2 برای اعداد قبل از میانه، دوباره میانه را ‏پیدا کنید و آن را روی خط‌چين با نقطۀ C مشخص 
کنید همچنین برای اعداد بعد از میانه، دوباره میانه را پیدا کنید و آن را روی خط‌چين با نقطۀ

D مشخص کنید. 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

3 کمترین نمره را با نقطۀ A و بیشترین نمره را با نقطۀ B روی خط‌چين مشخص کنید. 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

4 مستطیلی رسم کنید که نقاط C و D روی عرض‏های این مستطیل)جعبه( قرار گیرند.  
پاره خطی از A  به C و پاره خطی از B به D وصل کنید. درصد تعداد نمرات دانش آموزان در 

هر بازه را پيداك رده و در جدول زير راك امل کنید.

D بعد ازD قبل ازD و C بينC بازه نمراتقبل از

درصد تعداد نمرات هنرجویان

 .C =11 برابر 11 است، یعنی M میانۀ اعداد قبل از .M = 16 در فعالیت )5(، میانه1 برابر 16 است، یعنی
کل نمرات است؛ به همین دلیل آن را چارک اول می‮نامند و با 2Q1 نشان 

 
1
4
  ،C تعداد نمره‌هاي قبل از

می‮دهند. تعداد نمره‌هاي بعد از Q1، سه برابر تعداد نمرات قبل از آن است. میانۀ اعداد بعد از M برابر 
3 تعداد کل نمره‌ها است؛ به همین دلیل آن 

4
 ،D 81 است، یعنی 81 = D. تعداد نمره‮های قبل از

را چارک سوم می‮گویند و با Q3 نشان می دهند. تعداد نمره‌هاي قبل از Q3 سه برابر تعداد نمره‌هاي 

1ـ M حرف اول کلمه Median به معنی میانه است.
2ـ Q حرف اول کلمه Quartile به معنی چار کاست.

فعالیت 5

11 12 13 14 15 16 17 18 19 206 7 8 9 10
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بعد از آن است. تعداد نمره‌هاي بین Q1 و Q3، یعنی آنهایی که درون جعبه قرار دارند، تقريباً 50 
درصد تعداد کل نمره‮ها است.

مثال 8  
نمودار جعبه‌اي زير را در نظر بگيريد.

در اين نمودار ميانه برابر با 7 است. نزديك‌تر بودن ميانه به چارك اول )6(، نسبت به چارك سوم )9( 
نشان مي‌دهد تمركز داده‌ها در سمت چپ ميانه بيشتر از سمت راست ميانه است )زيرا تعداد داده‮ها 
در هر دو طرف برابر است ولي در سمت چپ، 52 درصد داده‌ها بين 6 و 7 است. در صورتيك ه در 
سمت راست، 52 درصد داده‌ها بين 7 تا 9 است(. به همين ترتيب بلندتر بودن دنبالۀ سمت چپ 
نسبت به دنبالۀ سمت راست نشان مي‌دهدك ه پراكندگي داده‌ها در سمت چپ بيشتر از پراكندگي 

داده‌ها در سمت راست است.‬‬‬‬‬‬‬

مثال 9 
پلیس راهور، در ی کشهر، آمار تصادفات نوروز را از چهار روز قبل از تعطیلات طی 20 روز به صورت 

زیر گزارش کرده است:
17 ، 8 ، 24 ، 16 ، 8 ، 9 ، 26 ، 20 ، 14 ، 18 ، 7 ، 12 ، 13 ، 11 ، 15 ، 10 ، 28 ، 33 ، 22 ، 45

نمودار جعبه‮ای را برای این داده‮ها رسم می‮کنیم. ‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬
ابتدا داده‮ها را از کوچ کبه بزرگ مرتب می‮کنیم.‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬

7، 8 ، 8 ، 9 ، 10 ، 11 ، 12 ، 13 ، 14 ، 15 ، 16 ، 17 ، 18 ، 20 ، 22 ، 24 ، 26 ، 28 ، 33 ، 45

 

+10+1 +2 +3 +4 +5 +6 +7 +8 +90

بیشترین داده
چارک اولمیانهچارک سوم

کمترین داده

10 11 16 18 20

Q1
Q3M



143

کمترین داده برابر 7 و بیشترین داده برابر 54 است، پس دامنۀ تغییرات داده‮ها برابر با 38 است.‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬
میانه M=15/5 و چار کاول Q1 = 10/5 و چار کسوم Q3 = 23 است.

میانه 5/51=M است. این عدد نشان می‮دهد که  تقريباً05 درصد از این روزها، تعداد تصادف‮های 
روزانه بيشتري ا مساوی 61  است )تعداد تصادف‮ها عدد طبیعی است ( ‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬.

چار کاول، 5/01 = 1Q نشان می‮دهد که تقريباً 52 درصد از این روزها، تعداد تصادف‮های روزانه 
كمتر یا مساوی 10 است.‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬

چار کسوم، 32 = 3Q نشان می‮دهد که تقريباً 57 درصد از این روزها، تعداد تصادف‮های روزانهك متر 
یا مساوی 23 است.‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬

هري ك از دو دنباله رسم شده در دو طرف جعبه نشان دهندۀ تقريبا %52 داده‮ها است و بلندتر بودن 
دنبالۀ سمت راست نشان می‮دهد پراکندگی تعداد تصادف‮ها در این قسمت بیشتر است. در اين مثال 
تقريباً %52 از داده‌ها از 7 تا 5/01 است. همچنین نزدی کبودن M به 1Q نشان می‮دهد پراکندگی 

تعداد تصادف‮ها بین آنها کمتر از پراکندگی تعداد تصادف‮های بین M تا Q3 است.‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬ ‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬
در نمودار جعبه‮ای، تقريباً 05 درصد داده‮ها درون جعبه قرار می‮گیرند. اگر M در وسط جعبه قرار 
داشته باشد، نشان می‮دهد پراکندگی داده‮ها از Q1 تا M  همانند پراکندگی از M تا Q3 است. هر 
چقدر M از وسط جعبه به Q3 نزدی کتر شود پراکندگی بین آن دو کمتر از پراکندگی بین Q1 تا 

M خواهد شد.‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬

مثال 10
نمودار زير عملكرد سهك لاس A ، B و C را در امتحان رياضي نشان مي دهد.

 

 

 

201510

A کلاس

B کلاس

C کلاس

 

 

 

201510

 

452315/510/57

Q1 Q3M
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 اين نمودار نشان مي‌دهدك ه نيمي از هنرجویانك لاس C از %75 هنرجویانك لاس B عملكرد بهتري 
داشته‌اند. همه هنرجویانك لاس A و همۀ هنرجویانك لاس C از %25 هنرجویانك لاس B عملكرد 
بهتري داشته اند. تقريباً نمره نيمي از هنرجویانك لاس B بيشتري ا مساوي 16 است. در حاليك ه 
نمره نيمي از هنرجویانك لاس C بيشتري ا مساوي 17/5 است. گرچهك مترين نمره درك لاس A با 
كمترين نمره درك لاس C برابر است، ولي نمرۀ نيمي از هنرجویانك لاس C بيشتر از نمرۀ نيمي از 

هنرجویانك لاس A است.

1 میزان بارندگی )بر حسب ميلي‌متر( در ی کشهر طی 15 روز به صورت زیر گزارش شده 
است: 

  16 ، 3 ،  2 ، 8 ، 0 ، 5 ، 25 ، 15 ، 12 ، 0 ، 9 ، 1 ، 5 ، 0 ،2
الف( چار کاول، ميانه و چارك سوم چه اعدادی هستند؟

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ب( تقريباً چند درصد داده‮ها بین Q1 و Q3 قرار دارند؟
پ( نمودار جعبه‮ای داده‮ها را رسم و آن را تفسیر کنید.‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬

2 ی کشرکت بیمه می‮خواهد بررسی‮هایی را برای پرداخت هزینه‮های بستری بیماران دچار 
حملۀ قلبی انجام دهد. بعد از آنکه مدت بستری شدن )بر حسب روز( تعدادی بیمار پس از 
حمله قلبی در ی کبیمارستان مشخص شد نمودار جعبه‮ای آن را به صورت زیر رسم کرده‮اند: ‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬

 

1812867

الف( میانۀ داده‮ها چند است؟‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬
ب( چار کاول چند است؟ چند درصد داده ها قبل از آن و چند درصد بعد از آن قرار دارند؟

پ(  مقدار Q3 چند است؟ این عدد نشان دهندۀ چیست؟
ت( چند درصد داده‮ها درون جعبه قرار دارند؟‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬

ث( بلندتر بودن دنبالۀ سمت راست جعبه نشان دهندۀ چیست؟
3 نمودار جعبه‮ای فهرست نمرات کلاس های تلاش و کوشش )در ابتدای این بخش( را رسم 

کنید. سپس با مقایسۀ این نمودارها، به نظر شما کدام کلاس عملکرد بهتری دارد؟ چرا؟‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

کار در کلاس4
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1 نمودار جعبه‮ای نمره‮های زبان انگلیسی در ی ککلاس به صورت زیر است:‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬ مسائل

 

70 80 90 100605040

الف( میانه برابر چه عددی است؟
ب( فاصله بین Q1 و Q3 چقدر است؟

پ( چند درصد از نمره‮ها قبل از Q3 قرار دارند؟‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬
2 نمودارهای زیر عملکرد دو کلاس را در درس عربی نشان می‮دهد.‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬

10 15 2050

الف( در کدام کلاس، نمرۀ دانش‮آموزان پراکندگی کمتری دارد؟‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬
ب( نیمی از دانش‮آموزان کلاس1، نمره‮شان بیشتر از چند است؟‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬

پ( کدام کلاس عملکرد بهتری دارد؟ چرا؟
ت( آیا می‮توان گفت 57 درصد دانش‮آموزان کلاس1  از همۀ دانش‮آموزان کلاس 2 بهتر عمل 

کرده‮اند؟‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬

3 در ی کتیم والیبال، کوتاه ترین قد 168 و بلندترین قد 203 سانتی متر و میانه برابر 
481 سانتی متر است. اگر فاصلۀ بین 3Q و 1Q برابر 11 باشد، آیا می توان نمودار جعبه‮ای 

قد افراد این تیم را رسم کرد؟‬‬‬‬‬‬‬

4 غلظت قند خون 21 نفر )برحسب 3-md Mm( ، 03 دقیقه پس از مصرف غذا اندازه‮گیری 
شده است. نتایج به دست آمده به شرح زیر است.

3/7      5/1       4/6        3/9      3/8       4/2
3/9      4/0        5/2       4/7       4/0      3/8

الف( میانه و چارک‮های اول و سوم را پیدا کنید.‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬

کلاس 1

کلاس 2
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ب( اگر غلظت قند خون شما، 30 دقیقه پس از مصرف غذا 4/1 باشد، وضعیت خود را نسبت 
به این افراد توصیف کنید.

5 سجاد در رشته کشاورزی تحصیل می کرد. او تنوع تعداد نخودهای موجود در غلاف ها را 
بررسی کرد. تعداد نخودهای موجود در 17 غلاف به شرح زیر است.

  7 ، 9 ، 10 ، 7 ، 8 ، 9 ، 5 ، 6 ، 5 ، 11 ، 3 ، 4 ، 10 ، 12 ، 8 ، 5 ، 4

نمودار جعبه‮ا‮ی این داده ها را رسم و تفسیر کنید.‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬
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